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بررسی عملکرد دانش آموزان سال اول متوسطه
در حل مسائل تعمیم جبري 

 2و مریم صدیقی  1ابراهیم ریحانی

جامعه مورد مطالعـه  . سال اول متوسطه در حل مسائل تعمیم جبري است آموزاندانش هدف از پژوهش حاضر، بررسی عملکرد: چکیده
سـال اول متوسـطه    آمـوزان دانـش  نفـر از  80نمونه مورد مطالعه، . سال اول متوسطه شهرستان مبارکه است آموزاندانشاین پژوهش، 

پاسخ دانش آموزان به سـوالاتی در ارتبـاط بـا    هاي این پژوهش از داده. اندهاي دخترانه است که به طور تصادفی انتخاب شدهدبیرستان
تحلیلی با استفاده از تحلیل محتوا -تحقیق حاضر از نوع کیفی و روش تحقیق مورد استفاده، توصیفی. تعمیم جبري، گرد آوري شده است

 همچنـین . هاي کلی بودندمیمتر از تعها، موفقدر محاسبه عددي موارد خاص و شبه تعمیم آموزاندانشیافته ها نشان داد که . می باشد
حدس و آزمایش، رسم شکل، شمارش، تناسب، جایگزینی، بازگشتی، موضوع کلی، تنظیم روش، "راهبردهاي مختلفی شامل آموزاندانش

 ـ. براي رسیدن به تعمیم به کار بردند را به صورت درست یا نامربوط "زمینه اي و خطی اي با این حال بخش قابل ملاحظه اي از راه حل ه
توان به عدم در تعمیم جبري، می آموزاندانشترین مشکل از عمده. درست ارائه شده براي برخی از مسائل مبتنی بر تفکر تجسمی است

. آشنایی آنان با مفهوم متغیر اشاره کرد

لهأآموزان، حل مسجبر، تعمیم جبري، راهبرد، دانش: کلمات کلیدي

مقدمه -1
جایگاه ثابتی  هاي ریاضی است که تقریباًجبر، یکی از شاخه
جبر از یک طرف ابزاري  .اي داشته استدر ریاضیات مدرسه

-می کند و از طرف دیگر با فعالیت له  فراهمأبراي حل مس
جبر از دیدگاه بسیاري از افراد . هاي انسانی ارتباط دارد

در نظر گرفته شده »1حساب همراه حروف«
داند که پنج جنبه جبر را یک زبان می وسیسکینی].1[است
را  »ها، تعمیم الگوها، متغیرها و روابطمجهولات، فرمول«مهم 

در حدود سه هزاره، تا اوایل  از نظر کلینر]. 2[شامل می شود
اي به جبر به معنی حل معادلات چند جملهقرن نوزدهم، 

 از ].3[شدجه چهار یا کمتر در نظر گرفته میطور عمده از در
 با داشتن کار و سر يبرا يابزار عنوان به جبر یخیتار جنبه

در «اي با عنوان در مطالعه لی .]1[شد داریپد مجهول
 »جبر چیست ؟«، در مورد اینکه »جستجوي درك جبري

آموزان، معلمان، ریاضیدانان و آموزشگران ریاضی نظرات دانش
یک  ،یدگاه این افرادد مطالعه او، جبر از از .را جمع بندي کرد

 
  

 
 
  

اي، تعمیم حساب، یک ابزار، یک زبان، یک موضوع مدرسه
فرهنگ، یک روش فکر کردن و یک فعالیت انگاشته 

 NCTM،2000(2(شوراي ملی معلمان ریاضی ].4[شد
 نمادها، کاربرد ها، تیکم نیب ارتباط رندهیبرگ در را جبر
 .]5[داندیم رییتغ یاضیر مطالعه و ها دهیپد يساز مدل

هاي ریاضی در و فرمول بندي فعالیت مهارت تعمیم دادن
عمل . رشد تفکر ریاضی از اهمیت خاصی برخوردار است

با آن که بر . ]6[ تعمیم، کاملاً به عمل تجرید وابسته است
توافق نشده است، با ک تعریف واحد در مورد تعمیم یسر 

هاي زیادي براي ارائه یک توصیف مناسب این حال کوشش
از نظر پولیا تعمیم عبارت از . از تعمیم انجام شده است

-اي از چیزبه ملاحظه دسته ،گذشتن از ملاحظه یک چیز
توان می یا .رودها به شمار میهاست که آن چیز یکی از آن

گذشتن از ملاحظه یک دسته محدود به ملاحظه گفت 
ه آن دسته محدود را نیز شامل دسته فراگیرتري است ک

ک یک فرآیند و به شکل یتعمیم به مثابه . ]7[است
محصول آموزش ریاضی، اهمیت و ارزش خود را به عنوان 

 کند کهادعا می میسون ].8[یک هدف آموزشی داراست
اگر معلمان از وجود و . تعمیم ضربان قلب ریاضیات است«

حضور آن آگاه نباشند وتمایل به عادت دادن دانش آموزان 

91/ 29/07، تاریخ تصویب نهایی 28/01/91تاریخ دریافت مقاله 
رجایی،  تربیت دبیر شهیددانشگاه   دانشکده علوم پایه،استادیار، ١
e_reyhani@srttu.edu:    پست الکترونیک، )نویسنده مسئول(
رجایی تربیت دبیر شهیددانشگاه  ،آموزش ریاضی ،کارشناسی ارشد ٢



 ابراهیم ریحانی وهمکار

 104  نشریه علمی پژوهشی فناوري آموزش، سال هفتم، جلد 7، شماره 2، بهار1392   

به بیان تعمیم هاي خودشان نباشند، تفکر ریاضی اتفاق 
کاپوت تعمیم را به عنوان، توسعه استدلال ]. 9[»نمی افتد

 یا ارتباط با سطحی که دیگر روي موارد یا مسائل خودشان
ها، ساختارها الگوها، رویه متمرکز نیست، بلکه، ترجیحاً روي

فهم ]. 10[و روابط بین شان متمرکز است، تعریف می کند
تعمیم و بیان تعمیم دو موضوع متفاوت هستند که هر کدام 

این دو  از نظر رادفورد. با اهمیت هستندبه نوبه خود 
با هم اشتباه گرفته  ممکن استموضوع توسط معلمان 

در بسیاري از  دارند کهکوپر و وارن ابراز می ]. 11[شود
آموزان در بیان تعمیم و نه در مواقع مشکلات دانش

آموزان اغلب فاقد زبانی هستند دانش. ]6[شناسایی آن است
صورت آموزش  در. که با آن در مورد تعمیم بحث کنند

-، دانش3)هاي زبانی و شبه تعمیمحداقل در شکل(مناسب 
آموزان دوره ابتدایی و میانی می توانند یاد بگیرند 

درك کنند که به طورمعمول ساختارهاي قوي ریاضی را 
  .  ]6[اي براي دوره متوسطه استپشتوانه

تواند به رشد تفکر جبـري کمـک   مهارت تعمیم در جبر می
آمـوزان از دوره  فـوجی معتقـد اسـت دانـش    . شایانی نمایـد 

ر جبـري از طریـق عبـارات قابـل     توانند بـا تفک ـ ابتدایی می
توان گفت، هنگامی که در واقع می. ] 12[تعمیم آشنا شوند

هـاي مـنظم از مـوارد    اساس تجزیه و تحلیل آموزان بردانش
هایی درمورد اینکه، حاصل جمع دو عـدد زوج  خاص، تعمیم

-گـی ژیا هنگامی که وی ارائه کنند و و فرد، عددي فرد است
ی عمـل جمـع و   یخاصـیت جابجـا   هاي دستگاه اعداد مانند

  .داراي تفکرجبري هستندد، کننضرب را بیان می
اهمیت تعمیم به عنوان یک فعالیت جبـري،   :تعمیم جبري

جبـر   طور گسترده با تحقیق روي یـادگیري و یـاد دهـی   هب
در تفکـر جبـري،   « کنـد فوجی بیان می. مشخص شده است

ــیم   ــایی از تعم ــا الگوه ــوزان ب ــش آم ــاً دان ــرو  لزوم ــار س ک
هـاي  فرصـت  تواندآموزش جبر در مدرسه می ]. 12[»دارند

. آمـوزان در تعمـیم دادن فـراهم کنـد    مناسبی بـراي دانـش  
 NCTM ,( اصول و استانداردها بـراي ریاضـیات مدرسـه   

هـاي  کـه برنامـه   معتقد اسـت اي درباره جبر مدرسه )2000
ایان پایـه دوازدهـم بایـد همـه     آموزشی از پیش دبستان تا پ

  : آموزان را قادر سازد تادانش
الگوها، روابط و توابع را درك کنند؛  -

هاي ریاضی را با استفاده از نمادهاي ها و ساختارموقعیت -
 جبري بازنمایی و تجزیه و تحلیل کنند؛ 

مدل هاي ریاضی را براي بازنمایی و درك روابط کمی به  -
کار برند؛ 

مطالعه قرارهاي گوناگون مورد را در زمینه تغییر -
 .]5[دهند

، روابـط و  گـی هـا  دانش آموزان با اسـتفاده از شـباهت ویـژ   
توانند ویژگی هـا و روابـط کلـی   خواص  بین موضوعات، می

تعمیم می تواند در همـه مقـاطع   مسائل  .تري را بیان کنند
. نجر به رشـد تفکـر جبـري گـردد    تحصیلی مطرح شود و م

هـاي دسـتگاه   ویژگـی خـواص و   تواندآموز ابتدایی میدانش
اعداد همچون خواص جابجایی عمل ضرب و جمـع را بیـان   

 هاي عددي بـه درك مفهـوم تـابع   کند و همچنین با تعمیم
هاي خـالی در روابـط و   نزدیک شود و با مسائلی همچون جا

-دانـش . م متغیر در جبـر را درك کنـد  اعمال ریاضی، مفهو
معـادلات و  آموزان در سطح بالاتر می توانند تعمیمی بـراي  

عبارات جبـري و نوشـتن قـوانین و روابـط بـین موضـوعات       
نتایج تحقیقات نشان . ته باشندریاضی یا مسائل روزمره داش

آموزان از یت در تعمیم، وابسته به درك دانشدهند موفقمی
مفهوم متغیر است و مفهوم متغیر نیاز به یک تفکر انتزاعـی  

  ]. 12[گسترده دارد
 توان بهاي را میت هاي جبر مدرسهفعالی کییرنطبق نظر 

طور کلی در سه دسته تعمیمی، تبدیلی و فراسطحی ـ 
  ].4و14[ طبقه بندي کرد 4کلی

هاي تعمیمی، بازنماییتمرکز فعالیت: تعمیمیهايفعالیت
هاي فعالیت. است ها، الگوها و روابطویژگی) و تفسیر(

است که  تعمیمی شامل تشکیل عبارات و معادلاتی
  :هاي نمونه عبارتند ازمثال. موضوعات جبر هستند

اي مسـأله هـاي  عیـت معادلات شامل یک مجهول کـه موق  -
 .دهندکمی را نشان می

ندسـی یـا دنبالـه هـاي     هـاي ه عبارات تعمیم که از الگـو  -
.شوندعددي ناشی می

 . گردندمیعبارات جبري که از روابط عددي ناشی  -
 هـاي جبـري  دسـته دوم فعالیـت  : تبـدیلاتی هاي فعالیت

شامل جمـع عبـارات     ))قاعده محور(هاي تعمیمی فعالیت(
گیري، بسط دادن، جایگزینی، جمع و ضـرب  متشابه، فاکتور

هـا، حـل   ايهـا، بـه تـوان رسـاندن چندجملـه     ايچندجمله
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معادلات، ساده کردن عبارات، کار با عبارات هم ارز و ماننـد  
کـرار و تمـرین در ایـن گونـه     آموزان با تدانش ].4[آن است
آنـان جبـر را منحصـر بـه     یابند و اغلب ها مهارت میفعالیت

  . ها می داننداین فعالیت
هـا  هستند که جبـر در آن  یهایفعالیت : سطحیفعالیت فرا

منحصر به جبـر   ولی ؛شوده عنوان یک ابزار به کار برده میب
ــه ، مســألهآنهــا شــامل حــل . نیســتند مدلســازي، توجــه ب

ساختارها، مطالعه تغییر، تعمـیم، تجزیـه و تحلیـل روابـط،     
 ؛توجیه کردن، اثبات کـردن و پـیش بینـی کـردن هسـتند     

توان بدون استفاده از جبـر هـم درگیـر    فعالیت هایی که می
  ]. 4[آن ها شد

عمیم بازگشـتی  براي الگوها و جداول عددي، لنین  دو نوع ت
کند که هر ادعا می که رادفورد  دهدو صریح را تشخیص می

ــوع   ــن ن ــک از ای ــی   ی ــاد م ــق ایج ــه طری ــا از س ــیم ه تعم
  ].16و15[دشو
هـاي عـددي اسـت کـهتعمیم واقعی که شامل فعالیـت  -1

دانش آموزان را به در گیر شدن با مـوارد خـاص قـادر مـی     
   .سازد

اي که روي عبارات توصیفی و مجردتر همتعمیم زمینه  -2
متمرکز مـی شـود و بـه عنـوان زبـانی       »شکل بعدي«چون 

  .شودمیم استفاده میبراي بیان تع
شامل درك(در آن نماد سازي جبري  تعمیم نمادین که -3

براي بیان تعمیم اسـتفاده مـی   ) و به کار گیري زبان جبري
  .شود

انتقاد  در حالیکه بسیاري از محققان تعمیم تجربی را مورد
دارد که تعمیم واقعی یک دهند رادفورد اظهار میقرار می

تر از تعمیم صورت هاي پیچیده زیر بناي مهم براي
آموزان براي تعمیم هاي دانشروش بیکر و ریورا ].16[است

یک الگو را در سه دسته شکلی، عددي و عملی طبقه بندي 
آموزانی که در آنها ملاحظه کردند، دانش .]13[کردند
 ،شدعددي شروع می استفاده از الگوهايهایی که با تعمیم

تلف هاي مختند ارتباط بین بازنماییتوانسموفق نبودند، نمی
سازگار است که  هاي لنین این با یافته. را تشخیص دهند

آموزانی که با استفاده از طرح هاي نتیجه گرفت، دانش
هاي را به بازنمایی »5قانون«، )الگوهاي شکلی(هندسی

رویه  آموزانی که اصولاًشزنند، نسبت به دانبصري پیوند می
به را  »6حدس و آزمایش«شان عددي است یا راهبردو طرح

از عواملی که ]. 17[هستندتر موفقدر تعمیم  می برند،  کار
هاي الگو یابی تعمیم  فعالیت آموزان درموفقیت دانش بر

تجسم خوب و دقیق از الگوي شکلی بیان شده  ،مؤثر است
   ]. 18[است

اول متوسـطه   آمـوزان بررسی عملکرد دانش هدف این مقاله
هـایی اسـت   مسائل تعمیم جبري و تشخیص راهبرددر حل 

همچنـین ایـن   . اندها مورد استفاده قرار گرفتهکه توسط آن
 برخی از عـواملی را کـه باعـث    تاپژوهش به دنبال آن است 

توفیق یا شکست دانش آموزان در تعمیم می شود را معلـوم  
 . کند

تحقیقروش  -2
 :ت پژوهشسؤالا 

آمـوزان درچه عواملی موجب شکست یا موفقیت دانـش  -1
شود؟ تعمیم می

آموزان سال اول متوسطه در حـل مسـائل تعمـیمدانش -2
  کنند؟بري از چه راهبردهایی استفاده میج

تحقیق حاضر، از نوع  :آوري اطلاعاتروش پژوهش و جمع
با استفاده از تحلیلی  -کیفی و روش تحقیق آن توصیفی

-دانش جامعه آماري این تحقیق. تحلیل محتوا می باشد
. باشدال اول متوسطه شهرستان مبارکه میآموزان دختر س

اي چند گیري تصادفی خوشهروش نمونهدر این پژوهش از 
بدین صورت که، . مرحله اي براي انتخاب نمونه استفاده شد

معلمان، از میان ابتدا به منظور کنترل متغیر روش تدریس 
دبیرستان دخترانه، سه دبیرستان با توجه به تنوع منطقه 16

سپس از . ن انتخاب شدندو تعداد کلاس ها و تفاوت دبیرا
ها به صورت کاملاً تصادفی، هشتاد آموزان کلاسمیان دانش

نفر شامل چهل نفر از مدرسه اول و بیست نفر از هر یک از 
  .مدارس دوم و سوم انتخاب شدند

گیري با توجـه بـه ماهیـت و روش    ابزار اندازه :ابزار پژوهش
در ارتبـاط بـا تعمـیم     سـؤال پژوهش، آزمونی شامل دوازده 

از فعالیـت  کییـرن دسته بنـدي  الات با ؤاین س. جبري است
ــه   ــر مدرس ــاي جب ــیم   ه ــا تعم ــاط ب ــتاي در ارتب  مطابق

 جمع آوري داده هـا از برگـه هـاي   به منظور . ]14و4[دارد
تهیـه شـد و اطلاعـات آن     سـؤال آزمون، فرم هایی براي هر 

همچنــین از مصــاحبه ســازمان نیافتــه و . اســتخراج گردیــد
غیررسمی، براي  تایید بعضی از نتایج پژوهش استفاده شده 

  .است
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ت سؤالابراي تهیه آزمون در مرحله اول،  :روش تهیه آزمون
7TIMSS ، 8TAKS همچون يهاي معتبرآزمون موجود در

که در ارتباط با تعمیم جبري بودند،  نیز مقالات پژوهشی و
الات با ؤسپس به ویرایش و بومی سازي س. گردآوري شد

توجه به فرهنگ و موقعیت اجتماعی کشور ایران پرداخته 
 تی نیزسؤالاهمچنین با توجه به اهداف مورد نظر . شد

پس از مشاوره با برخی از آموزشگران (، توسط مولفان
درپایان براي انجام اصلاحات و . به آن اضافه شد )ریاضی

بررسی روایی محتوایی و صوري آن، پیش آزمونی انجام 
گرفت که با بررسی نتایج آن اصلاحات و تغییرات لازم 

الات انجام گرفت و بعضی از آن ها نیز حذف ؤدرمتن س
  .شدند

. شونداین آزمون از چهار بخش تشکیل می الات نهاییؤس
الاتی است که اشاره مستقیم بر نوشتن ؤامل سبخش اول ش

بخش دوم شامل مسائلی است . دارندقانون به زبان ریاضی 
که یافتن مقادیرعددي یا کامل کردن جدولی در ارتباط با 

. ال،  دانش آموزان را در نوشتن قانون راهنمایی می کندؤس
الاتی است که در آن دانش آموزان ؤبخش سوم شامل س

هاي شکلی و مقادیر عددي در نوشتن قانون بهره باید از الگو
بخش چهارم در بر دارنده مسائلی است که هم از . گیرند

الگوهاي شکلی و هم از جدول، در نوشتن قانون ریاضی باید 
  . استفاده شود

الات شـامل چنـد قسـمت    ؤشایان ذکر اسـت کـه اغلـب س ـ   
قسـمت اول شـامل یـافتن مقادیرخـاص     . باشندهدفمند می

وچک اسـت کـه ایـن فراینـد دانـش آمـوزان را در       عددي ک
تغییر می کننـد و   مسألهتشخیص اینکه کدام یک از عوامل 

قسـمت دوم  . مانند، کمک می کنـد کدام یک ثابت باقی می
شامل یافتن مقادیر عددي بزرگ است که کـوپر و وارن بـه   

-آنها بیـان مـی  . ]6[این قسمت، عنوان شبه تعمیم داده اند
براي معرفی و ارائه  9که فوجی  از شبه متغیرکنند همانطور 

متغیر بهره می گیرد، ما نیز از شبه تعمیم ها براي رسـیدن  
نشـان   زازکیس و همکارانش. ]12[به تعمیم بهره می گیریم

آمـوزان را در  کاربرد اعداد بزرگ می توانـد دانـش  دادند که 
نوشتن تعمیم کمک کنند و بیان داشتند کـه اعـداد بـزرگ    

ست پلی براي پر کردن شکاف بـین اعـداد کوچـک    ممکن ا
  . ] 17[واقعی و نماد سازي مجرد جبري باشد

براي تعیین روایی محتوایی و صوري  :روایی و پایایی آزمون
ت، آزمونی از بیسـت  سؤالاآزمون پایانی، پس از تدوین اولیه 

پـس از  . آموزان سال اول متوسطه صورت گرفتنفر از دانش
بررسـی نتــایج و مطابقــت بــا اهــداف تحقیــق، اصــلاحات و  

همچنـین بـراي   . ت انجـام شـد  سـؤالا تغییرات لازم در متن 
روایی محتوایی و صوري آزمون از نظرات چند تن از اسـاتید  
دانشگاه تربیت دبیر شهید رجایی و دو تن از اعضـاي گـروه   

ردید و آزمون نهایی تدوین ان استفاده گریاضی استان اصفه
انجام براي پایایی آزمـون از آزمـون آلفـاي کرونبـاخ     سر. شد

صـورت   SPSSاین محاسـبه بـا نـرم افـزار     . گردیداستفاده 
 نی ـا انگری ـنما مقـدار  نیا .بدست آمد 849/0گرفت و مقدار

 اعتماد تیقابل و است ییبالا سطح در آزمون اعتبار که است
.دارد را لازم

نتایج و بحث -3
آموزان به هاي دانشتحلیل پاسخ بررسی و -3-1
  الات آزمون تعمیمؤس
آموزان، نتایج بدست هاي دانشي بررسی و تحلیل پاسخبرا

  .شودالات هر بخش تشریح میؤه یکی از سآمده به همرا
   10الات بخش یکؤآموزان به سبررسی پاسخ هاي دانش

برابـر   6اي، آموزان مدرسـه فرض کنید تعداد دانش )1سؤال
اي بین تعداد معلمـان  رابطه. عداد معلمان آن مدرسه استت

 .آموزان آن مدرسه به زبان ریاضی ارائه کنیدو دانش

 ت بخش یکسؤالابررسی پاسخ هاي دانش آموزان به  1جدول
 %25/46 .درصد افرادي که رابطه اي ریاضی نوشتند

 %25/31. درصد افرادي که رابطه ریاضی را درست نوشتند
 %75/53 .درصد افرادي که هیچ گونه رابطه ریاضی ارائه نکردند

درصد افرادي که رابطه را به صورت رابطه تابعی 
y=6x نوشتند.  

20% 

 %25/11 .نوشتند 6xدرصد افرادي که رابطه رابه صورت عبارت
اي با استفاده ازحروف مناسب، رابطه درصد افرادي که
  . غلط ارائه کردند

10% 

ال ملاحظه شـد  ؤآموزان به این سهاي دانشدر بررسی پاسخ
آمـوزان، تفکـر حسـابی    تفکر مسلط در بین دانش) الف :که

انـد کـه چـون    رخی از آن ها، چنین اسـتدلال کـرده  ب. است
قادر بـه  تعداد معلمان و دانش آموزان ذکر نشده است، پس 

ندیشـه،  بعضی از ایـن افـراد بـا همـین ا    . پاسخگویی نیستند
آموزان را تعیین کرده و دیگـري  خود تعداد معلمان یا دانش
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اگر تعداد دانـش   «بطور مثال نوشته اند که. را پیدا کرده اند
  . »است100باشد پس تعداد معلمان برابر  600آموزان برابر

ا درست تشـخیص داده  آموزان، رابطه رعده اي از دانش )ب
بـه کمـک نمادهـا    ولی قادر به بازنمایی ریاضی ایـن رابطـه   

به طور نمونه دانش آمـوزي رابطـه را    ؛اندعلائم ریاضی نبوده
  : چنین ارائه کرده است

تعداد دانش آموزان =  6×معلمان تعداد         
 و            

  تعداد معلمان =      تعداد دانش آموزان 

برخی دانش آمـوزان، از حـروف مناسـب بـراي نمـایش       )ج
موضوعات استفاده کردنـد، ولـی بـه دلیـل ایـن کـه متغیـر        
مستقل و متغیر وابسته را اشتباه در نظر گرفتـه انـد، رابطـه    

 x به طور مثال دانش آموزي، حرف. اي نادرست نوشته اند
را براي نمایش y دانش آموزان و حرفرا براي نمایش تعداد 

ا رابطـه را بـه صـورت      به کارتعداد معلمان   y=6xبـرده، امـ
روش رابطه اي غلـط   دانش آموزان به این% 10. نوشته است
  . اندرا ارائه کرده

تعـدادي از دانــش آمـوزان، بــا درك روابـط بــین تعــداد     )د
معلمان و دانش آموزان و تکیه بر دانـش مفهـومی و دانـش    

اغلـب  . داده انـد  سـؤال خود، پاسخی درسـت بـه    11رویه اي
پاسـخ درسـت داده انـد، از راهبـرد      سؤالکسانی که به این 

به طور مثال بیان داشته اند که به . تناسب استفاده کرده اند
معلـم چنـد   n دانش آموز یک معلم هست، بـراي  6اي هر از

  دانش آموزهست؟
= 6nتعداد دانش آموزان               

 ت بخش دوسؤالاآموزان به هاي دانشبررسی پاسخ
جدول ابتدا . فرض کنید مریم، سه برابر حمید پول دارد) 2سؤال

ال داده ؤبعد از کامل کردن جدول به س. مقابل را کامل کنید
فرض کنید ندانیم حمید چقدر پول دارد و :شده پاسخ دهید

در نظر بگیریم، حال شما می توانید بگویید  N مقدار پول او را
مریم چقدر پول دارد؟

 مریم  حمید
600 

120 
375 

260 

 الات بخش دو به ؤآموزان به سهاي دانشبررسی پاسخ 2جدول 
  الاتؤتفکیک س

 8 4 2 الاتؤشماره س
نتیجه 
نهایی 
 2بخش 

درصد افرادي که 
مقادیرخاص عددي را 

 .بدست آوردند
5/77%  100%  75/98%  1/92% 

درصد افرادي که مقادیر 
شبه (بزرگ عددي 

 .را بدست آوردند) تعمیم
-  5/97%  75/93%  62/95% 

درصد افرادي که رابطه
) تعمیم کلی(ریاضی  ي

  .را نوشتند
40%  25/40%  75/38%  40% 

ت بخش دو سؤالابررسی پاسخ هاي درست دانش آموزان به  3جدول  
  تسؤالابه تفکیک 

، بخـش دو  2 سـؤال آمـوزان بـه   هاي دانـش در بررسی پاسخ
  : ملاحظه گردید که 

دانش آموزانی به دلیل عدم درك مفهوم متغیر، بیـان   )الف
لـذا در پاسـخ بـه     ؛تواند هر عددي باشدمی Nداشته اند که 

ایی را یـک  مقـادیر دلخـواهی داده و جـواب نه ـ    Nبه  سؤال
نهایـت  را بـی  Nاي نیـز  عـده . اندمقدار عددي بدست آورده

   .اند دانسته

 8 4 2 الاتؤشماره س
نتیجه 
نهایی 
 2بخش 

درصد افرادي که 
مقادیر خاص عددي را 

دست هدرست ب
 .آوردند

75/48%  25/96%  25/96%  42/80% 

افرادي که درصد 
مقادیر بزرگ 

را ) شبه تعمیم(عددي
دست ه درست ب

 .آوردند

-  75/83%  5/82%  12/83% 

درصد افرادي که 
تعمیم (ریاضی  رابطه

را درست ) کلی
 .نوشتند

5/37%  20%  75/8%  08/22% 

6
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ایـن شـده   بري منجـر بـه   غلبه تفکر حسابی بر تفکر ج )ب
ال دو، پاسـخ درسـت   ؤآموزانی در پاسخ به ساست که دانش

3N داشته ولی آن را به عنوان پول مریم قبول ن ؛را بنویسند
اگر نـدانیم حمیـد چقـدر     «اند کهبنابراین بیان کرده. باشند

  .»یم مریم چقدر پول داردیپول دارد نمی توانیم بگو
بازگشـتی،   راهبـرد آموزان با استفاده از تعدادي از دانش )ج

بیـان آن بـا   ولـی قـادر بـه     ؛انـد موفق به کشف قانون شـده 
آمـوزان،  در راهبرد بازگشتی دانش. اندنمادهاي ریاضی نبوده

ی براي ساخت عبارات بعـدي توجـه   به عبارت یا عبارات قبل
اگر آنان بتوانند مقادیر ثابت و متغیر را در فراینـد  . کنندمی

است قادر به نوشتن قـانون   بازگشتی تشخیص دهند، ممکن
  .یا عبارت جبري باشند

یـن اسـت کـه بـا     شـود، ا مشاهده می 3و2داول آنچه در ج
آمــوزان مقــادیر عــددي خــاص را دانــش% 80وجــود آنکــه 

از آنها قانونی بـراي  % 40اند، ولی فقط دست آوردههدرست ب
آن را درسـت  % 08/22و تنها  روابط عددي بدست آورده اند

قـانونی   ،نها اغلب بـا تکیـه بـر روابـط بازگشـتی     آ. اندنوشته
همچنین بدفهمی از مفهـوم  . نوشتند که نادرست بوده است

متغیر موجب شد که بسیاري از آنان قانونی ننویسـند و یـا   
دو ایـن بخــش   سـؤال در . توضـیحاتی غلـط داشـته باشـند    

  -که جدول نمایانگر این رابطـه بـود   y=axباتوجه به رابطه
 .اندبیشتري پاسخ درست دادهنش آموزان دا

  ت بخش سهسؤالابررسی پاسخ هاي دانش آموزان به 
شکل مقابل با تعـدادي چـوب کبریـت سـاخته شـده      ) 6 سؤال
 .است

مربع، چه تعـداد چـوب کبریـت لازم     5براي ساختن  )الف
  است؟

مربع، چه تعداد چوب کبریت لازم  10براي ساختن )ب
  است؟

د چوب کبریت لازم مربع، چه تعدا nبراي ساختن )ج 
.توانید روش خود را توضیح دهیداگر میاست؟ 

الات بخش سه به ؤبررسی پاسخ هاي دانش آموزان به س4جدول 
  الاتؤتفکیک س

الات بخش سه به ؤآموزان به سدانش هاي درستبررسی پاسخ 5جدول 
  الاتؤس تفکیک

 11 10 6 5 الاتؤشماره س

نتیجه 
نهایی 
بخش 

3 
درصد افرادي 

که مقادیر 
 عددي را

درست بدست 
 .آوردند

12/83%  75/73%  -  25/86%  04/81% 

درصد افرادي 
که مقادیر 

 عددي بزرگ
را  )شبه تعمیم(

دست هدرست ب
 .آوردند

  -  55%  -  25/16%  62/35% 

درصدافرادي 
که رابطه 

تعمیم (ریاضی
را درست ) کلی

 .نوشتند

5%  25/16%  5/52%  10%  42/10% 

شماره 
 11 10 6 5 الاتؤس

نتیجه 
نهایی 

 3بخش
درصد 

افرادي که 
مقادیر 
خاص 

عددي را 
-هدرست ب

دست 
 .آوردند

100%  100%  -  75/93%  98% 

درصد 
افرادي که 

مقادیر 
بزرگ 

شبه (عددي
را ) تعمیم

ه درست ب
دست 
 .آوردند

-  25/96
%  -  25/56%  25/76%

درصد 
افرادي که 

رابطه
تعمی(ریاضی

را ) م کلی
درست 
 .نوشتند

75/33%  40%  75/83%  20%  25/31% 
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 .اندخلاصه شده 5و 4آموزان در جدول هاي هاي دانشپاسخ
-ل ده الگویی شکلی همراه با عبارتاؤدر بخش سه، در س

-گر تعمیمی از الگوها بود به دانشناهایی جبري که نمای
 یم درست انتخابآموزان ارائه شده بود تا از بین آن ها تعم

از این . ال ده پاسخ دادندؤآموزان به سدانش% 75/83. شود
اندکه مشخص گزینه درست را انتخاب کرده %5/52تعداد

ها و فاده از جایگزینی اعداد در گزینهشد اغلب آنها با است
اي هم عده. انددست آوردههآزمایش آنها، گزینه درست را ب

رست را و حدس گزینه دبا استفاده از راهبرد بازگشتی 
هاي داده بررسی نادرستی برخی از گزاره. نداانتخاب کرده

تواند به درك بهتر تعمیم کلاس درس نیز میشده در 
  .کمک نماید

نتـایج   3، بخش 6 سؤالآموزان به هاي دانشاز بررسی پاسخ
  : دست آمدهزیر ب
تکیه به روابط بازگشـتی بـه    آموزان بابسیاري از دانش )الف
انـد کـه بـه ازاي    آنان متوجـه شـده  . پرداخته اند مسألهحل 

بـا   لـذا بعضـی   ؛چوب کبریت است 3هرمربع جدید، نیاز به 
اند و عده اي نیز با راهبرد حدس و آزمایش به فرمول رسیده

منظـور از   .انـد دسـت یافتـه  روش خطی به فرمـول درسـت   
ــ راهبـــرد روش خطـــی ــد هبـ ــار بـــردن الگـــویی ماننـ کـ

M(n)=an+b )b=0 ( عملیـات جمـع و    کـه هـر دو   اسـت
بدین معنی که . ضرب رابه ترتیب موضوعات شامل می شود

 3آنان متوجه شده اند که براي هـر مربـع جدیـد، نیـاز بـه      
با توجه به اینکه تعداد چوب کبریت . چوب کبریت می باشد

نوشـت،   3+1را می توان به صـورت  )4یعنی( هاي مربع اول
را بدسـت  3n+1و دسـتور آنان مقدار ثابت یک را پیدا کرده 

بعضی از آنان با مثال هایی عددي فرمول خـود را  . آورده اند
  . آزمایش کرده اند تا به درستی آن اطمینان پیدا کنند

آموزان، با توجه به روابط بازگشتی و این بعضی از دانش )ب
چوب کبریت مورد نیاز  3مطلب که، به ازاي هرمربع جدید، 

تعداد چوب کبریـت    nرا نوشته اند که  n+3است، فرمول  
  .هاي شکل قبلی است

بـا اسـتفاده از راهبردهـاي رسـم شـکل و       آمـوزي دانش) ج
بازگشتی دریافته است که تعداد چـوب کبریـت هـا در هـر     

او تعمـیم را  . مرحله، سـه تـا از مرحلـه قبلـی بیشـتر اسـت      
ولی قـادر   ؛گرچه مفهوم متغیر را درك کرده درست یافته، و

دست آمده نبوده و قـانون را بـه   هازنمایی ریاضی قانون ببه ب
. نوشته است �3+ 1صورت 

لال کرده است که تعداد چنین استد آموزاندانشیکی از  )د
در بالا و پایین مربع ها هایی که به طور افقی چوب کبریت

هایی است و تعداد چوب کبریت 2nبرابر با  ،گیرندقرار می
. است  n+1 گیرند برابرکنار هم قرار میکه به طور عمودي 

 مربع nکار رفته در ههاي بپس تعداد چوب کبریت
2n+(n+1)است .  

تعداد  »د«آموزانی، با رویکردي مشابه قسمت دانش )ه
بطور جداگانه حساب  هاي بالا و پایین راکبریت چوب
 ها فرمول را به صورتآن. اندکرده

این یکی از زیباترین راه حل هاي ارائه شده است . اندنوشته
       .مبتنی بر تفکر تجسمی است ،که در اصل

چـون  «آموزي این گونـه اسـتدلال کـرده اسـت کـه     دانش)و
انـد بنـا بـراین اگـر     چوب کبریت ها کنـار هـم قـرار گرفتـه    

چـوب کبریـت نیـاز     3بخواهیم یک مربع دیگر بسـازیم بـه   
چون یک ضلع از آن، از مربع کنـاري فـراهم اسـت و     ؛داریم

را در تعداد مربـع هـایی    4ضلع است پس  4هر مربع داراي 
که می خواهیم بسازیم ضـرب مـی کنـیم و از تعـداد مربـع      
هایی که می خـواهیم بسـازیم یکـی کـم کـرده و از تعـداد       

  4n-(n-1)او قـانون را بـه صـورت    . حاصل کم مـی کنـیم  
  .نوشته است

چـوب کبریـت،    4آموزي از اینکه در اولین مربـع از  دانش)ز
شـود،  چوب کبریت استفاده می3مابقی از  ولی براي ساختن

مربـع از   n نتیجه گرفته است که می تـوان بـراي سـاختن    
  .استفاده کرد  4+(n-1)3رابطه

تعـداد   آمـوزي بـا اسـتفاده از روابـط عـددي بـین      دانش)ح
تـه اسـت کـه تعـداد     دریاف ها،مربعات و تعداد چوب کبریت

 ـ  چوب کبریت عـلاوه  ههاي هرشکل برابر با تعـداد مربعـات ب
نمـایش داده و   n او تعـداد مربعـات را بـا   . عددي فرد اسـت 

در  n+n+1 بـه صـورت     n+3 اعداد فرد را نیز با توجه بـه 
ــت   ــه اس ــر گرفت ــورت    . نظ ــه ص ــانون را ب ــت او ق در نهای

n+(n+n+1)  1شکل(نوشته است.(  
آموزان با تکیه بر روابـط عـددي، دریافتـه    یکی از دانش )ط

جمع شده اسـت تـا    است که تعداد مربعات با یک عدد فرد
). 6جـدول (هاي مورد نیـاز حاصـل شـود   تعداد چوب کبریت

١ 
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 12  nn بـه  را                                ایـن دانـش آمـوز فرمـول    
 .نوشته است صورت

 تعداد چوب کبریت ها برابر با تعداد مربعات  6جدول
  .فرد است بعلاوه عددي

آموز با استفاده از روابط عددي بین موضوعات به دانش 1شکل 
  .دست یافته است قانون

نظم موجود در الگوها را  آموزانمطالعه حاضر نشان دانش
هاي متفاوتی هاي مختلف مشاهده و با استدلالبه شیوه
یابی و تعمیم لااقل در پژوهش درباره الگو .کنندبیان می

است که  شکل تجربی این دیدگاه قابل توجهدهه گذشته به 
را به طور متفاوتی P افراد مایلند که یک الگوي یکسان

در نتیجه این بدان معناست که آن . ببینند و پردازش کنند
. [19] دهندارائه می Pها تعمیم هاي متفاوتی را براي 

 يهایق حاضر این است که بیشتر راه حلنکته مهم در تحق
با استفاده  )6سؤالبه طور مثال (درست در برخی از مسائل

علاوه بر این تلفیق راهبردها ). 7جدول( از تجسم بوده است
و استفاده از بیش از یک راهبرد توسط دانش آموزان قابل 

 .توجه است
دانش آموزان موفق از روش هاي متفاوتی تعمیم را بدست  7جدول

  .) 6سؤال( آورده اند

 ردیف

ایده راه 
 حل

 روند
4,7,10,13, 

…
عبارات هم ارزشکل 

n ام 
 عبارت جبري

روابط 1
 عددي

1+3, 1+2.3, 
1+3.3, 1+4.3, 

… 
1+3.n 3n+1 

تفکر 2
 تجسمی

1+3,   1+2.3, 
1+3.3,  

1+4.3, … 
1+3.n3n+1

تفکر 3
 تجسمی

4, 2.4-1, 
3.4-2, 4.4-3, 

… 
4n_(n-1) 3n+1

تفکر 4
 تجسمی

1   2  3
1  2 
3  2
3    4 و.....  

n+n+(n+1) 3n+1

تفکر 5
 تجسمی

(1+1).2, 
(2+1).2+1 
(3+1).2+2 

(4+1).2+3,...  
2(n+1)+n-1 3n+1

روابط 6
 عددي

4=1+3, 
7=2+5, 
10=3+7, 
13=4+9,  

n+(2n+1) 3n+1

تفکر7
 تجسمی

4, 4+1.3, 
4+2.3, 4+3.3, 

4+3.3, … 
4+3(n-1) 3n+1

روابط 8
عددي

(1+1+1)+1, 
(2+2+1)+1, 
(3+3+1)+1, 

…

(n+n+1)+1 3n+1

 سؤالچهار ت بخشسؤالابررسی پاسخ هاي دانش آموزان 
:ده اندششکل هاي زیر از تعدادي مربع تشکیل  )7

تعداد 
 مربعات

 هاي لازمچوب کبریت تعداد

4 13=4+9 
5 16=5+11 
6 19=6+13 
7 22=7+15 
8 25=8+17 
9 28=9+19 
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  جدول مقابل را کامل کنید؟ )الف
  بینید ؟اي بین هر شکل و شکل بعدي میبطهآیا را )ب
دست هاگر بخواهید تعداد مربعات در شکل صدم را ب )ج
 کنید؟ورید، چه میآ
دلیل پاسخ خود . ام را بنویسید nتعداد مربعات در شکل ) د

  .را بنویسید

 ت بخش سؤالابررسی پاسخ هاي دانش آموزان به  8جدول
  تفکیک سؤالات به چهار

دانش آموزان به سؤالات بخش چهار به  بررسی پاسخ هاي درست 9جدول
  تفکیک سؤالات

شماره 
 12 9 7 3 تسؤالا

نتیجه نهایی 
 4بخش

درصد 
افرادي که 

مقادیر 
عددي 
 خاص را
درست 

دست هب
 .آوردند

-  -  -  63.75%  63.75% 

درصد 
افرادي که 
جدول را 
درست 
کامل 
.کردند

71.25%  85%  48.75%  52.5%  64.37% 

درصد 
افرادي که 
جدول را 
درست 
کامل 
.کردند

71.25%  85%  48.75%  52.5%  64.37% 

درصد 
ادي که افر

مقادیر 
عددي 

بزرگ را 
درست 

دست هب
 .آوردند

68.75%  12.5%  -  21.25%  54.6% 

 درصد
که  افرادي

رابطه 
ریاضی 

تعمیم (
را )کلی

درست 
 نوشتند

36.25%  8.75%  2.5%  4.59%  13.02% 

-افتهی 4بخش 7 سؤالآموزان به هاي دانشدر بررسی پاسخ
  :دست آمدههاي زیر ب

آموزان باتکیه به روابط بازگشتی به حـل  اکثریت دانش )الف
 5اند که هر دو شکل متوالی آنان دریافته. اندختهپردا مسأله

آموزان با توجه به عبارت یـا  دانش. مربع با هم اختلاف دارند
 از. انـد عبارات قبلی، براي ساخت عبارات بعدي عمـل کـرده  

این رو بعضی از آنها، براي پیداکردن تعداد مربعات هرشـکل  
را تعـداد مربعـات شـکل قبلـی      nنوشته و    n+5قانون را 

  . درنظرگرفته اند

 شماره  شکل تعداد مربعات
7 1 
12 2 
17 3 
 4 ؟

شماره 
 12 9 7 3 سؤالات

نتیجه 
نهایی 
 4بخش 

درصد 
افرادي 

که 
مقادیر 
 عددي

خاص را 
دست هب

 .آوردند

- --  84.375% 84.37% 

درصد 
افرادي 

که 
جدول را 
نادرست 

کامل 
.کردند

26.25%  12.5%  42.5%  27.5%  27.19% 

درصد 
افرادي 

که 
جدول را 

کامل 
.نکردند

2.5%  2.5%  8.75%  20%  8.44% 

درصد 
افرادي 

که 
مقادیر 
عددي 

بزرگ را 
دست هب

 .آوردند

88.75%  31.25%  -  63.75%  61.25% 

 درصد
 افرادي

که رابطه  
 ریاضی

تعمیم (
را ) کلی

 .نوشتند

37.5%  25%  25%  31.25%  29.69% 
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مربـع نسـبت بـه     5اي با توجه به اینکه هر شـکل،  عده) ب
انـد کـه   بیشتراست، اینگونه استدلال کـرده  مربع قبلی خود

 5nبایـد باشـند و قـانون را    5تعـداد مربعـات مضـاربی از    
  .اندنوشته

آموزي با روش غلط تناسب متمایل به پیدا کردن دانش) ج 
او تعداد مربعات در . تعداد مربعات در شکل صدم بوده است

دسـت آورده اسـت و بـا اسـتفاده از     هب ـ 22شکل چهـارم را  
تعیـین کـرده    5500تناسب تعداد مربعات در شکل صدم را 

ام نیز بیـان داشـته    nدر پاسخ به تعداد مربعات شکل . است
می توانـد هـر عـددي باشـد، پـس بـه تعـداد         n «است که

  ).2شکل( »تا اضافه می کنیم تا آخر 5مربعات صدم باز هم 
لاف هـر دو شـکل   آموزانی با توجه بـه اینکـه اخـت   دانش )د

انـد کـه   ام بیـان داشـته   n، براي شکل مربع است 5متوالی 
ام تـا شـکل اول را پیـدا کـرده و      nابتدا فاصله بین شـکل  

تعداد مربعات افـزوده   کهضرب کرده  5سپس حاصل را در 
ام بدست آیـد و در نهایـت تعـداد مربعـات      nشده تا شکل 

 آنـان قـانون را بـه صـورت    . شکل اول را به آن مـی افـزائیم  
5(n-1)+7   اندنوشته.  

 آموزان، با توجه به اینکه براي پیدا کردنبعضی از دانش) ه
مربعات شکل  توان به تعدادمربعات هر شکل، می تعداد
 اند ترکیبی خطی بامربع اضافه کرد، متوجه شده 5قبلی

توجه به مقادیر جدول مطرح شده دارند و با  5مضرب
 .اندتهنوش5n+2  ، قانون را به صورتسؤالدر

 .آموز به اشتباه از راهبرد تناسب استفاده کرده استدانش 2شکل

آمـوزي بـا توجـه بـه راهبـرد بازگشـتی و تنظـیم        دانـش  )و
  به راهبرد تنظیم روش با . قانون را پیدا کرده است 12روش

بردن مقدار ثابت تغییر مانند عامل ضرب، سـپس بـا در    کار
نظر گرفتن آن با جمع یا تفریق ثابت، براي رسیدن به یـک  

بدین ترتیـب او  . شودبه متغیرتنظیم می مقدار خاص وابسته
و  3شـکل ( نوشته اسـت     n+(2n+1)2قانون را به صورت

 ). 4شکل 
راهبرد تنظیم روش 3شکل 

گیري راهبرد تنظیم روش به تعمیم درست کارهآموز با بدانش 4شکل
  .دست یافته است

دانش آموزي با تکیه بر روابط عددي در جدول قـانون را  ) ز
آمـوز  ایـن دانـش  . آورده استدست هب  6n-(n-2)به شکل 

ی را بـه  هاي ابتدایکار رفته در شماره شکلهتعداد مربعات ب
. تنظـیم کـرده اسـت    6هاي صورت ترکیبی خطی از مضرب

سپس مقادیر ثابت و متغیر را از روي آنهـا تشـخیص داده و   

1+3×2 
2+5×2 
3+7×2 
4+9×2 

مقدار ثابت

شماره  اعداد فرد وابسته به

شکلشماره
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 ـ  -همقادیر متغیر را با شماره شکل مرتبط کرده و قـانون را ب

).10جدول(دست آورده است

 با تکیه بر روابط عددي قانون را دانش آموز 10جدول
  .نوشته است

-لیل اینکه بعد از شـکل اول بـه شـکل   آموزي به ددانش) ح
 7اول داراي مربع اضافه شـده اسـت و شـکل     5هاي بعدي 
وشـته  ن 5n+7نقـانون را بـه غلـط بـه صـورت       ،مربع است

امـا بـراي    ؛خواسته طبق روش خطی عمل کنـد او می. است
  .مرحله اول اشتباه کرده و قانون را غلط ارائه کرده است

اند با استدلال، تعداد مربعات آموزان توانستهی دانشبرخ )ط
ولی قـادر بـه نوشـتن فرمـولی      ؛دست آورندهشکل صدم را ب

کنـد  آموزي اینگونه اسـتدلال مـی  طور مثال دانشهب. نبودند
پس ابتدا صـد را   ،مربع دارد 17دانیم شکل سوممی ما« که 

منهاي سه کرده و حاصل آن را در تعداد واحـدهایی کـه در   
با تعـدا د  کنیم و جواب آن را شکل اضافه شده ضرب میهر 

کنیم تـا تعـداد مربعـات شـکل     یمربعات شکل سوم جمع م
   ».صدم را بدست آوریم

502=17+485      485=5 ×97     97=3-100
دانش آموز از تفکر حسـابی خـود بـراي رسـیدن بـه تعـداد       

او نتوانسته است از آن  اما ؛مربعات شکل صدم استفاده کرده
در واقـع او  . براي رسیدن به یک دیدگاه جبري استفاده کند

  .پلی بین تفکر حسابی و جبري نبوده است قادر به ایجاد
انـد  وزان با توجه به شکل اظهار داشتهآماي از دانشعده) ي
ستونی هاي اي است که به مربعرابطه در شکل به گونه« که

مربـع بـه   4شود که در مجموع دو طرف، دو مربع افزوده می
ها و یک مربع نیز به وسط اضافه می شود که در کل، ستون

لب آنان قانون را اما اغ. »مربع افزوده می شود 5مرحله هر 
 n+5اندنوشته یا اصلاً قانونی ننوشته.  

هاي بعدي بـه تکمیـل   آموزان با رسم شکلبرخی دانش)ك
اند، یـا  نهایت دانستهرا بی n اي نیز عده. اندجدول پرداخته

 n ام بـه n دسـت آوردن تعـداد مربعـات در شـکل    هبراي ب

دانش آمـوزانی بودنـد کـه قـوانینی     . انددادهمقداري خاص 
ك مفهوم متغیـر و نـاتوانی در   نادرست که ناشی از عدم در

در هر صورت با وجـود  . اندردهارائه ک سازي می باشد،مجرد
از دانش آموزان جدول را کامل کـرده انـد، ولـی    % 85 آنکه
% 75/8در مجموع تنها . از آنان فرمولی نوشته اند% 25 تنها
  . نش آموزان قانونی درست براي تعمیم ارائه کرده انداز دا

  هاي تحقیقپاسخ به پرسش
-یت دانشچه عواملی موجب شکست یا موفق: اول تحقیق سؤال

شود؟ آموزان در تعمیم می
آزمون تعمیم این مطالعه، نتایج حاصل از تجزیه و تحلیل 

- عوامل زیر موجب عدم موفقیت دانش دهد کهنشان می
 :در تعمیم جبري استآموزان 

   عدم درك مفهوم متغیر -
امـا   ؛انکـار ناپذیراسـت   ،اهمیت درك مفهوم متغیر در جبر 

مـان اسـت و بـه صـورت آنـی      درك مفهوم متغیر مستلزم ز
در حقیقت یـک پایـه خـاص تحصـیلی در     . شودحاصل نمی

 ـ  . دوش کشـد همدرسه به تنهایی قادر نیست که این بـار را ب
باید در تمام سطوح تحصیلی  به صـورت  آموزش این مفهوم 

ایـن  . متوازن و هدفمند مد نظر برنامه ریـزان درسـی باشـد   
وارد زیـر  م ـ. سـازگار اسـت   ] 12[یافته بـا پـژوهش فـوجی   
آمـوزان از مفهـوم متغیـر در ایـن     نمایانگر بد فهمـی دانـش  

 :تحقیق است
-را یـک عـدد خـاص مـی      n آمـوزان بعضی از دانـش : الف

ام n دسـت آوردن مرحلـه  همعنی که براي بدانستند، به این 
-اده و پاسـخ را مـی  عـدد معینـی نسـبت د   n ال، به ؤهر س

ه چ ـ nداننـد  برخی هم با اسـتدلال ایـن کـه نمـی    . نوشتند
 توانند پاسخگوي مرحلهعددي است، اظهار داشتند که نمی

 nام باشند .  
-را یک عدد بسیار بزرگ می nتعدادي از دانش آموزان : ب

نهایت در نظـر گرفتنـد و در   را بی nدانستند و برخی از آنها 
-ال را نیـز بـی  ؤام هـر س ـ  nنتیجه عبارت مورد نظر مرحله 

  .نهایت بدست آوردند
آموزان در تشخیص متغیر مستقل و وابسته نـاتوان  دانش :ج

بودند و در نتیجه با وجود روابط درسـتی کـه درك کردنـد،    
. قانونی غلط ارائه کردند

  تکیه بر روابط عددي بیش از روابط بنیادي دیگر -
آموزان مشاهده شد که آنها هاي دانشدر بررسی پاسخ: الف

 شماره شکل تعداد چوب
7)=2-1(-1×6=1+1×6 1 
12)=2-2( -2×6=0+2×6 2 
17)=2-3( -3×6=1-3×6 3 
22)=2-4( -4×6=2-4×6 4 
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براي پیدا کردن رابطه و تعمیم، از روابط عددي بین 
این . کنندویژه روابط بازگشتی استفاده میهموضوعات و ب
-قانون ؛شود که آنان دو دسته قانون بنویسندامر موجب می

بین )y=f(x)(درست که براساس روابط تابعی  هاي
-هلنین اصطلاح قانون صریح براي آنها ب وموضوعات است، 
هاي غلط که بر اساس رابطه بازگشتی بین کار برده و قانون
an+1 و an که( an+1=an+dباید به صورت موضوعات است 

) ضریب افزایشی است d مقادیر متوالی موضوعات هستند و
آموزان با ولی در این آزمون بسیاري از دانش .نوشته شود

لنین براي . نوشتند   n+dرا به صورت ، آننمایش غلط، 
 کار برده استهاین گونه قوانین اصطلاح قانون بازگشتی را ب

آموزانی که با استفاده از این راهبرد، در حقیقت دانش .
بر اساس کشف مقادیر ثابت و  ،تعمیمی درست ارائه کردند

ولی اغلب  اندبه این درك رسیدهدر فرآیند بازگشتی  متغیر
دانستن جواب قسمت قبلی، پاسخ مرحله بعدي  آنان، بنابر

از این رو بعضی از آنها در قبال پاسخ به . را بیان کردند
 تعداد موضوع مورد nنوشته اند که   n+dام، آن را nمرحله

اي هم، عده. ضریب افزایشی است dنظر در مرحله قبلی و 
 ،چون در نوشتن قانون، متکی به عدد قبلی هستند

  .    نتوانستند قانون یا فرمولی درست بنویسن
آموزان در درك نظم و ترتیـب  رسد که دانشبه نظر می :ب

تی که همراه بـا ارائـه   الاؤو رابطه بین زوج هاي عددي، درس
تـر عمـل کردنـد و تعـداد بیشـتري      انـد، موفـق  جدول بوده

آمـوزان، بـراي تعیـین    دانش. نوشتن قانون بودند مایل بهمت
هاي عددي لگوها با توجه به جدولقوانین الگوها از افزایش ا

-این با یافته. ودي استفاده کردندهاي شهو شمارش ساختار
]20و 6 [ هاي کوپر و وارن  و انگلیش و وارن سازگار است

در  هـایی کـه  دارند، بیـان تعمـیم از روي الگـو   که اظهار می
در . تـر هسـتند  جداول عـددي اسـت بـراي یـاددهی آسـان     

آموزان روابـط بـین موضـوعات مختلـف را در     حقیقت دانش
در ایـن  . دهنـد ها و با تکرارهاي بیشتر تعمیم مـی تکرار الگو

فعالیت ها دیده شد که دانش آموزان الگوهـا را شکسـتند و   
ــوعات را  ــداد موض ــزاي   n ، . . .3،2،1 تع ــد و اج ــرار دادن ق

کشف مقادیر ثابـت و  (ها کراري در جدول را از میان ستونت
  . تعمیم دادند)متغیر

 هاي تعمیم عدم آشنایی کافی با راهبرد -

-وي ازحساب، موجب شد تا برخی دانشاي قفقدان پایه
. درست، قانونی غلط بنویسند آموزان با وجود بیان رابطه

به الات، ؤآموزانی براي پاسخگویی به بعضی از سدانش
تواند د تناسب استفاده کردند که این میاشتباه از راهبر

اند به کمک آموزان سعی کردهلیل باشد که دانشبدین د
آنان با دیدن . راه حلی بیابند ،انددیده هایی که قبلاًروش

رسد، لی، اولین چیزي که به ذهن شان میچنین مسائ
بدون آنکه به راهبردهاي دیگر فکر  ؛راهبرد تناسب است

کیه بیش از ا ندازه بر دانش تواند ناشی از تمی امر این. کنند
هاي نیز عدم آموزش راهبرد هاي درس ودر کلاس ايرویه

. دیگر مربوط به تعمیم باشد
 ناتوانی در بازنمایی مفاهیم و اعمال ریاضی -

خیص قـانون  آموزان قادر به تش ـاز آنجا که بسیاري از دانش
این موضوع، این ایـده   ،ولی قادر به بیان رابطه نبودند ؛بودند

ــا  «را حمایــت مــی کندکــه  فهــم تعمــیم و بیــان تعمــیم ب
ــد ــش . »یکدیگرمتفاوتن ــکل دان ــت مش ــوزان در در حقیق آم

آنان زبان و ابزاري بـراي  . بازنمایی و نه تشخیص رابطه است
هـاي  لائم و نمـاد البته کار با ع. شتندبیان رابطه و تعمیم ندا

-اي مناسب براي مرتبط کردن آنریاضی بدون ایجاد زمینه
 .  ها با مفاهیم ریاضی فایده چندانی به همراه نخواهد داشت

هـاي  آموزانی که تعمـیم هاي دانشو تحلیل پاسخدر بررسی 
-ند ملاحظه شـد کـه سـه دسـته از دانـش     درست ارائه کرد

  . آموزان در تعمیم موفق بودند
ــش  -1 ــومی و دان ــش مفه ــه داراي دان ــایی ک ــه اي آنه روی

گیري از دانش مفهـومی خـود بـراي    مناسبی بودند و با بهره
آمـوزان  این دانش. اي براي حل آن ساختند، رویهمسألهیک 

بـردن   کـار بـه با درك درست الگو و رابطه بین موضـوعات و  
راهبرد مناسب، بـه هـدف زدنـد و از آن طریـق بـه تعمـیم       

  .یافتنددرست دست 
آموزانی که در درك الگوهاي موضوعات و کاربرددانش -2

د هنگامی که راهبردها، داراي انعطاف بودند و توانستن
هم . برند کاربهنتیجه بود، راهبرد دیگري راهبردي بی

-نیز به اهمیت تفکر انعطاف] 20[که انگلیش و وارن چنان
  .کنندپذیر اشاره می

به صورت شمرده و مفصل را کسانی که روش تفکر خود -3
در حقیقت آنانی که همیشه به دنبال توجیه و . اندبیان کرده

امکان بیشتري وجود دارد که در  ،توضیح عمل خود هستند
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هاي لنین این موضوع با یافته. موفق باشند ارائه تعمیم،
کید أاین یافته  ت. سازگار است] 20[و انگلیش و وارن  ]15[

وزان در کلاس درس تشویق شوند که آمکند که دانشمی
آموزان و معلم کلاس در مورد راه حل خود با دیگر دانش

 .توضیح دهند مسألهگفتگو کنند و اعمال خود را ضمن حل 
آموزان سال اول متوسـطه درحـل   دانش :ال دوم تحقیقؤس

  مسائل تعمیم جبري ازچه راهبردهایی استفاده می کنند؟
آموزان در این تحقیـق مـورد اسـتفاده    راهبردهایی که دانش

 سؤالقرار دادند، همراه با راهبردهاي مورد استفاده براي هر 
بـراي پاسـخگویی بـه     آنـان  .ارائه شـده اسـت   11در جدول

رسـم شـکل    ، بـه نـدرت از  سـؤال هاي مختلـف هـر   قسمت
هـاي  شتر متمایل به اسـتفاده از راهبـرد  استفاده کردند و بی

آموزانی که در تعمـیم موفـق   دانش با این حال. عددي بودند
-ا یک شکل یا الگوي شکلی مواجـه مـی  بودند هنگامی که ب

 مسألهشدند، به کمک تجسم و هر یک با روش خود به حل 
 ـ که دهندیم نشان محکم یتجرب شواهد. می پرداختند  نیب

 ـ و 13یاضیر ییتوانا و یتجسم یادراک يهامهارت  درك نیب
 یعنی( یتجسم ییبازنما نیب و یاضیر یابیدست و یتجسم

 مسـأله  حـل  در تی ـموفق و) هـا نمودار ای ریتصاو از استفاده
برخـی از دانـش    .]21[دارنـد  وجود يمعنادار روابط یاضیر

ت، بـیش از یـک   سـؤالا آموزان براي پاسـخگوئی بـه بعضـی    
دانش آموزان درپاسـخ بـه    به طور مثال. بردند به کارراهبرد 

هـاي رسـم شـکل و    مسأله از راهبردآزمون، در یک ت سؤالا
-حدس و آزمایش و بازگشتی، راهبرد هايبازگشتی، راهبرد

ــتی و    ــاي بازگش ــیم روش، راهبرده ــتی و تنظ ــاي بازگش ه
. تناسب و راهبردهاي بازگشتی و زمینه اي اسـتفاده کردنـد  

مزمان چند راهبـرد  گیري هبه کاراین دانش آموزان توانایی 
 توانـد نمایـانگر تفکـر   براي رسیدن به تعمیم دارند که میرا 

از دوازده  مسـأله آمـوزان در ده  دانش .آنان باشد پذیرانعطاف
ی بـه  یاز راهبرد بازگشـتی بـراي پاسـخگو    ،داده شده سؤال
 .ت استفاده کردندسؤالا

 اندکار بردهبه  سؤالات راهبردهایی که دانش آموزان براي هریک از  11جدول

 سئوالات
 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1  راهبردها 

 -  -        -   -  -  -  حدس و آزمایش

- -  -- -- شمارش

 -- -  -  -  -  -  -  -  -  -  جایگزینی

- -- --  تناسب

 - -- -- -- -- -- موضوع کلی

 -- - - -  -- عدديتفاضل

 -- بازگشتی

- - -  -- تنظیم روش

 -    -  -  -   -  -  -  -  -  خطی

    -        -    -   زمینه اي

مجموع راهبردهاي مورد 
 5 9 3 5 2 8 7 6 2 4 1 2 استفاده
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به نظر می رسد این راهبرد ارزش مطالعه بیشتري را داشته 
راهبرد مختلف به  9یازده،  مسألههمچنین براي حل . باشد

ها به صورت اگرچه برخی از این راهبرد. ته شدکار گرف
ها قرار گرفت، با این حال بررسی آن نادرست مورد استفاده

را براي استفاده درست آموزان دانش ،سي درهادر کلاس
  .ها یاري خواهد کرداز راهبرد

نتیجه گیري -4
هـایی بـه   آمـوزان در تعمـیم  این تحقیق نشان داد که دانش

  هاي خطی به فرم، عملکرد بهتري از تعمیم y=axصورت
 y=ax+bبا  تواند ناشی از آشنایی مناسباین امر می. دارند

نمایی بـه  هاي ابتدایی و راهمفهوم تناسب باشد که در دوره
از طـرف دیگـر در مـورد    . شـوند قدر کافی آموزش داده مـی 

مـواد آموزشـی مناسـب و    y=ax+b  هایی به شـکل  تعمیم
هـا،  آنکه الگو هاي شـکلی و شـبه تعمـیم    با .اندکافی نبوده

همچـون  فاهیم ریاضی توانند درك قوي از ساختارها و ممی
ایی و راهنمـایی ایجـاد کننـد،    آمـوزان ابتـد  متغیر در دانـش 

. پردازنـد رسی  کشورمان چندان به آن هـا نمـی  هاي دکتاب
الگوها، روابط «ها سه تایی در برنامه درسی بسیاري از کشور

ــع ــا ســالاز دو »و تواب ــاي آخــر متوســطه ره مقــدماتی ت ه
اد کـه  پژوهش حاضر نشان د .جایگاهی مناسب و ثابت دارد

تجدیـد نظـر و بـازنگري     ،لازم است در معرفی مفهوم متغیر
هـا در  این بازنگري به استفاده از الگو بخشی از. صورت گیرد

آمـوزان در  دانـش  .گـردد سطوح مختلـف تحصـیلی بـاز مـی    
داراي توفیـق  ) دیدن، بیان کـردن (مراحل اول و دوم تعمیم 

ار دچ ـ )نوشـتن تعمـیم  (ولی در مرحلـه سـوم    ؛نسبی بودند
آمـوزان از طریـق توجـه بـه     در حقیقت دانش. مشکل بودند

وعات بـه فهـم و درك تعمـیم    مشترکات حالات خاص موض
 ؛شدند و قادر به بیان آن بـه صـورت کلامـی بودنـد    نایل می

 ایـن . ولی در بیان تعمیم به صـورت نمـادین موفـق نبودنـد    
 ،هاي درس اسـتاندارد موضوع نشانگر آن است که در کلاس

اگر چـه  . ی به قدر کافی مورد توجه قرار نگرفته استبازنمای
بسیاري از دانش آمـوزان در تعمـیم دادن عملکـرد چنـدان     

اي به کار گرفته شـده از  هاما تنوع راهبرد ؛مناسبی نداشتند
نمایـد کـه   را حمایت مـی آموزان موفق این ایده سوي دانش

براي یکی از مسـائل   .ها را در کلاس آموزش دادتوان آنمی

بـه صـورت   ) به جز یک راهبرد(هاي ذکر شدهتمامی راهبرد
طـرح  . درست یا نادرست مورد اسـتفاده قـرار گرفتـه اسـت    

هـا  چنین در کلاس درس و بررسی راه حلهایی این  مسأله
ایـن  .  می تواند بازده آموزشی مناسبی به همراه داشته باشد

تجسـم و تفکــر  تحقیـق نشـان داد کــه بـا وجـود غفلــت از     
هاي درسی ریاضی سمی در برنامه درسی ریاضی و کتابتج

موزان از این توانـایی بهـره   آاي، بخش زیادي از دانشمدرسه
بـه  . انـد هایی بدیع براي تعمیم ارائه کردهاند و راه حلگرفته

شـتراکات مبتنـی بـر    دیـدن و بیـان ا   3 سؤالطور مثال در 
 ـ هاي متفاتجسم و به  روش ه نوشـتن قـانون بـا    وت منجـر ب

 2n+(n+1)و   3n+1:هـاي مختلـف هـم ارز ماننـد    نمـایش 

-n)3و n+(n+n+1) و n+(2n+1)    و  n+n+(n+1)و
گونـه  نمایانگر این است که ایـن  نکته این. شده است 4+(1
ه فراینـد تعمـیم و توجیـه    آموزان رابیشـتر ب ـ ت دانشسؤالا

بـه صـورت   فهم تعمیم، بیان و بازنمایی آن .  کندترغیب می
توجه قـرار  باید به صورت هماهنگ مورد  ،یک عبارت جبري

آموزان بـا توجـه بـه دانـش و تفکـر      بسیاري از دانش. گیرند
رداختـه و سـپس بـا    پ سـؤال حسابی، به پاسخ مراحل اولیـه  

موفـق بـه   ها و گـذر از حسـاب بـه جبـر،     توجه به آن پاسخ
 ا مطـرح کـردن مسـائل   توان ب ـپس می. نوشتن قانون شدند

هاي درس، فرصتی فراهم کـرد کـه انتقـال    تعمیم در کلاس
موضوع مهم دیگر لزوم . تفکر حسابی به جبري صورت گیرد

برقراري تـوازن بـین دانـش مفهـومی و دانـش رویـه اي در       
تعمـیم در مجمـوع از جایگـاه    . برنامه درسی ریاضـی اسـت  

با آن که انتظـار مـی رفـت دانـش     . مناسبی برخوردار نیست
مرحل تفکر جبري باشند ولی نتایج تحقیق نشان آموزان در 

. داد که آنان هنوز از تفکر حسابی گذر نکرده اند
پی نوشت

1Arithmetic with Letters  
2National Council of Teachers of Mathematics 
3Quasi-Generalization 
4Generational, Transformational‚ and Global/meta-
level 
5Rule  
6Guess and Check 
7Trends In International Mathematics and Science 
Study 
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8Texas Assessment of Knowledge and Skill 
9quasi variable 

بخش سه  ،8و 2،4 تسؤالا، بخش دو شامل 1 سؤالبخش یک شامل 10
 .است 12و 3،7،9تسؤالا، بخش چهارشامل 11و10و 5،6تسؤالاشامل 

11Conceptual knowledge and Procedural Knowledge 
12Rate-Adjust 
13Visual Perceptual Skills and Mathematical Ability 
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