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 چكیده 
 هاییار هاي توپولوژیكی از جمله موضوعمدارس آموزش داده شده است. ساخت در طی سالیان متمادي به دانش آموزان یهندسه اقلیدس

ب براي آموزش در مدرسه است كه داراي مناس هايه نبوده اند. گره یكی از موضوعهستند كه چندان در هندسه مدرسه اي مورد توج

نظري و كاربردي در زمینه اي  ، به عنوان ریشه در فرهنگ و تجربیات انسانی دارند نكهآافزون بر  گره ها ساختاري توپولوژیك است.

راي عنوان توضیحی ب گره هاپس از آشنایی مختصر با  ابتدا در این مقاله .مطرح هستند و شیمی زیست شناسی ،ریاضیات، فیزیك

در  آن آموزش اهمیت و گره هابراي انتخاب  ها بخش اول دلایل و تحلیل قسمت اصلی مقاله در در. شودبیان می  "گره هاهندسه "

 .شده است هیبه دانش آموزان ارا گره هاپیشنهادي در مورد آموزش هندسه  یو در بخش دوم به طور فشرده طرحشده  تشریح  مدرسه

از سال سوم راهنمایی و  یدانش آموزان  شامل گروه دانش آموزان دوره هاي ابتدایی و گروهی دیگر از ن طرح كه یكاجراي  آزمایشی ای

 . ه استبخشی به همراه داشت رضایت اولیه  نتیجه هاي، شركت داشته اند در آن سال اول متوسظه

 

  ولوژيكي، ساختارهاي توپ گره ها توانايي فضايي، آموزش هندسه، واژه هاي كلیدي:

 

 

 مقدمه 
آموزش هندسه رشد  هدف هاييكي از مهم ترين  

كيد بر أبا اقرار و ت .]2[دانش آموزان است 1توانايي فضايي

اهميت هندسه اقليدسي در آموزش مدرسه اي به نظر 

تنها به آن براي رشد توانايي فضايي كافي  يرسد كه اتكامي

ايده هاي  نيست. اكنون هندسه دچار تحول گشته و

هاي اخير  توسعه و گسترش يافته است. در سال هندسي

  ايده هاي هندسي به دليل كاربرد هاي جديد آن در

علاقه بسياري از  توجه و مورد ديگر و علوم رياضيات

تعاريف و تعابير جديدي كه از  آموزشگران بوده است. با

برگيرنده پديده هاي  هندسه در ،هندسه به عمل آمده است

شرايط متفاوت قرن  ،از طرف ديگر شود. ي متفاوتي ميبصر

حاضر باعث شده است كه تجربه هاي بسيار غني و با 

 فضايي در  هايشكلگسترده از  طيف   يك در   ارزشي

 

                                                
 

 

 

 

دانش آموزان قرار گيرد كه در هندسه مدرسه اي  اختيار

شود. يك پيشنهاد براي بهينه سازي و اصلاح يافت نمي

ي هندسه وآموزش هندسه در جهت رشد توانايي برنامه درس

 "تعداد"و  "گوناگوني" ،"ساختار"گسترش  ،فضايي

مورد استفاده در فرايند  تصويرهايو اجسام و  هايشكل

آموزش است. ساختارهاي توپولوژيكي از جمله موضوعاتي 

    هستند كه چندان در هندسه مدرسه اي مورد توجه

ز ا 2اگره ه هاي توپولوژيكي،در بين ساختار [.1نبوده اند]

براي آموزش برخوردارند. گره ها  ايويژهانعطاف و اهميت 

 نظريفضاي  و هم در )فضاي حقيقي(عي اقهم درعالم و

 ويژه داراي جايگاهي شناخته شده و )نظريه رياضي گره ها(

جديد و  ه هايبر اين كه يكي از نظري افزونهستند. گره ها 

، بخش مهمي از [22]و  [4]ندهسترياضي  ي پيشرفته

                                                
1. Spatial ability 
2 . Knots 
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به نمايش مي گذارند.  نيز تاريخ و فرهنگ و تمدن بشري را

زمان استفاده از نوعي گره معيني را  ،يافته هاي مستند

در حالي كه عمر  [،3داند ]سال قبل مي 0222حدود 

 رياضي گره نزديك به يك قرن است. ي نظريه

گره ها ابتدا  در مقاله حاضر پس از آشنايي مختصر با

براي آموزش به دانش آموزان  گره هاچرايي انتخاب بيان به 

شيوه ي پيشنهاد در ادامه رئوس كلي طرح مي پردازيم و

شايد بتوان گفت كه اين  .ه مي كنيميرا ارا  گره ها آموزش

طرح تلاش مي كند پلي رابين دنياي واقعي و تجربي به 

افزون برقرار كند.  ها رياضي گره يدنياي رياضي يا نظريه

تحصيلي در مدرسه را  متفاوتطرح مذكور سطوح  ،بر اين

شامل مي شود و درآن دانش آموز باشروع از دنياي واقعي و 

محسوسات به تدريج به سمت ايده هاي مجرد و نظري 

 حركت مي كند. 

 

 گره چیست ؟
از  -هاي عملي انسان گره ها به طور مؤثري با فعاليت 

ارتباط دارند. گره ها به عنوان يك مؤلفه  -پيري كودكي تا

 .هستند دهفرهنگ انساني طي چند هزار سال شناخته ش

بسياري از بچه ها حتي قبل از آن كه خواندن و نوشتن 

در فرهنگ هاي  گيرند.گره زدن راياد مي راياد بگيرند،

. در مي باشد خود ويژهگره داراي ارزش و جايگاه  متفاوت

ه ودر امور حرفه اي گره ها همواره به كمك ما زندگي روزمر

 ماهيگيري، كوهنوردي، ،شتابند. آنها در دريانورديمي

و نجات، جراحي، پزشكي، بافندگي و  عمليات امداد

زياد ديگر به كار مي آيند. اگر چه گره ها بشر را  موردهاي

ليكن نظريه رياضي گره  ،ها همراهي كرده اند در طول قرن

ي ندارد. در رياضيات گره يك منحني بسته در عمر چندانها

به عبارت ديگر هر  فضاست كه خودش را قطع نمي كند،

 1منحني ساده بسته درفضا يك گره است. در شكل 

تعدادي از گره هاي رياضي نشان داده شده اند.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تعدادي از گره هاي ریاضینمودار  6شكل 

 

انگيزه اوليه مطالعه علمي گره در  تاريخي از نظر         

اعتقاد بر اين بود كه  1882 دهه در .[4]شيمي ايجاد شد

فضا را پركرده است.  همه 1يك ماده اساسي به نام اتر

مدلي را  ،همسو با اين نظريه (1824-1092) 2كلوين

 عنصرهايمعرف  ،متفاوتپيشنهادكرد كه در آن گره هاي 

به رد شد و 1889در  ند. ايده كلويندمي ش گوناگوني

ها علاقه اي به  براي حدود تايك قرن بعد شيميدان تقريب

ها آنها را رها مطالعه گره ها نشان ندادند. اما رياضيدان

ادامه دادند  گره ها نكردند و به تحقيق و مطالعه پيرامون

هاي ترين بخشترين و جالبوآن را به يكي از جذاب

ها بيو شيميدان 1082دهه رياضيات تبديل كردند. در 

در  كشف كردند. DNAهاي ساختار گرهي را در مولكول

اند كه امكان خلق ي بردهيهاشيميدان سال هاي اخير

به شكلي كه نوع گره خواص  هايي به صورت گره،مولكول

بهر حال مدل نادرستي  وجود دارد. مولكول را تعيين كند،

اربردهاي كه براي اتمها متولد شده بود اكنون داراي ك

   . [4] مهمي در زيست شناسي، فيزيك و شيمي است

                                                
1 . Ether 
2 . Kelvin 
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گره بخشي از رياضيات است كه توپولوژي  ينظريه          

هندسي اشيا  ويژگي هايناميده مي شود. توپولوژي مطالعه 

ثابت مي مانند. واضح است  ، 1شكل است كه در اثر تغيير

 دارد.كه يك گره رياضي با يك گره معمولي تفاوت زيادي 

 چه فوايدي حاصل اما آيا مي توان بين آنها پلي ايجاد كرد ؟

اين كار  اين ارتباط براي آموزش مدرسه اي وجود دارد؟ از

 اين كنيم به در اين مقاله سعي مي ؟شودانجام  بايد چگونه

اجازه دهيد قبل از آن توضيح دهيم  .پاسخ دهيم پرسش ها

  ه ايم.را برگزيد"هندسه گره ها"كه چرا عنوان 

 

 چرا هندسه گره ها ؟

هاي جديد و تعاريف اخير در مورد هندسه و  ديدگاه         

 يگسترش دامنه افزون بر پديد آمدن هندسه هاي جديد،

كند كه موضوع گره ها را هندسه اين امكان را فراهم مي

براي آموزش در مدارس  "هندسه گره ها "تحت عنوان 

 مطرح كنيم.

يك فضا همراه با هندسه را  1892ر سال د 2كلاين        

هندسه  به توي خودش تعريف كرد. هاي گروهي از تبديل

 هاي ي كند كه تحت اين تبديلدان خواصي را مطالعه م

طبق تعريف كلاين هندسه هاي متفاوتي  .هستند 3پايا

    تشكيل ا ر 4وجود دارند كه يك هندسه سلسه مراتبي

هندسه هاي  تا شروع ومي دهند كه از هندسه اقليدسي 

( ادامه و به 6تصوير مركزيو 5تصويري )تصوير موازي

 . ]1[توپولوژي ختم مي شود 

هاي اخير  هندسه در سال تعريف هاياز سوي ديگر         

 8به نقل از زيمان9جونز متحول شده است. به طور كامل

هندسه را در بردارنده آن شاخه هايي از رياضيات مي داند 

را براي ياد  بينش  بصري )مسلط ترين حس ما( كه درك و

                                                
1 . Deformation 
2 . Klein 
3 . Invariant 
4 . Hierarchy 
5 . Parallel projection 
6 . Central projection 
7 . Jones 
8 . Zeeman 

القاي حدس و درك واقعيت، به كار  فهم اثبات، آوري قضايا،

  [ .1] مي گيرند و به مابصيرت كلي مي دهند

زير  تعبير 12به نقل از پدرسون (1002) 0دل گراند          

هندسه مهارت چشم ها و " :ه كرده استاياز هندسه را ار

 . به[5] "ن قدر كه مهارت تفكر است دست ها است هما

مي رسد كه هندسه به ويژه در مدارس ابتدايي بايد آن نظر

انجام مي دهد  چيزي باشد كه دانش آموز تصور مي كند،

 آن چيزي كه مي نويسد. به طور صرفويامي سازد نه 

آن  12در مورد هندسه كه بني (1083) 11نظر بيشاب         

هندسه "فيد به نظر مي رسد : نيز م ،را ذكر كرده است

ها نيست . هندسه مطالعه را بطه هاي فضايي  مطالعه اثبات

  عدي كه در آن زندگي است كه مي توانند درفضاي سه بُ

 ،عديعدي از اين فضاي سه بُمي كنيم و در هر سطح دو بُ

 . ]6["يافت شوند 

هاي  چشم اندازي كه در پيشگفتارهاي كتاب

است نيز ه شده اراي دوره متوسطه (2( و هندسه )1هندسه )

را "هندسه گره ها "دليل مناسبي است بر اين كه چرا نام 

زير  تعبيرهايها از هندسه با  برگزيده ايم . در اين كتاب

 ذكر شده است :

     هندسه علم شناخت دنيايي است كه در آن زندگي -

 مي كنيم .

يندهاي شاخه هاي اهندسه روش نمايش مفاهيم و فر -

 رياضي و علوم است . متفاوت

 و هندسه نقطه تلاقي بين رياضي به عنوان يك علم مجرد -

 شهودي است . رياضي به عنوان يك علم تجربي،

 هندسه مدل ساز پديده هاي طبيعي است . -

هندسه تمثيلي براي ياد دادن و ياد گرفتن استدلال  -

 استنتاجي است .

 ه كاربردهاي بديع ويارا در مفيد مؤثر و يهندسه وسيله -

  .خلاق است

ذكر شده  يموردها گره ها مصداقي براي بيشتر          

 ه هايتجرب ند. آنها از يك سو ريشه دردراين قسمت هست

                                                
9 . Del grande 
10 . Pederson 
11 . Bishop 
12 . Bennie 
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 رياضيات مدرن و از سوي ديگر بخشي از بشري دارند و

 هاي نتيجه شايد يكي از بهترين موضوع در امروزي هستند.

به تجريد موضوع  كت از شهودبراي نشان دادن فرايند حر

گره ها باشد. در سطوح ابتدايي دانش آموزان با تكيه بر 

مشاهده، گره زدن )ساختن گره (، بازي ودست ورزي با گره 

ها و به طور كلي فعاليت هاي عملي مختلف با آنها، به 

    و هماهنگي چشم و دست "مهارت دست ها  "تقويت 

نمايش نمودار گره ها در در گامهاي بعدي با  .مي پردازند

روي كاغذ به مفهوم اوليه اي از مدل سازي رياضي و سطح 

ارد دنياي وي از تجريد مي رسند و در ادامه به تدريج ا ساده

رياضي مي شوند. در كنار اينها با يادگيري كاربرد هاي گره 

هاي متفاوت به شكل مناسبي امكان درك ارتباط بين 

 ي دانش آموزان فراهم مي شود.زندگي واقعي و رياضيات برا

 

در آموزش  "هندسه گره ها " اهمیت آموزش

 اي مدرسه

هندسي متفاوتي براي  هاي ضوعدر حال حاضر مو        

رسد كه هيچكدام از آنها به  تدريس داريم و به نظر نمي

يك  بتواند اهداف آموزش هندسه را برآورده سازد. يي تنها

 در اين اي از آنها باشد.وعهپيشنهاد مي تواند انتخاب مجم

      پرسش پاسخ مي دهيم كه چرا گره ها  بخش به اين

هاي مناسب مطرح  يكي از انتخاب به عنوان مي توانند

 د. دلايل ما به قرار زير استنباش

 

 گره ها ويژگي هاي يك هندسه مناسب را دارند  -1
چگونه هندسه اي ،يك "ال كه ؤهر چند اين س          

 پاسخ ساده اي ندارد، "ندسه مناسب به شمار مي رود ؟ه

اما همواره مورد بحث و مطالعه بوده است. هيچ ديدگاه و 

بايد در را  نظريه عمومي در مورد اين كه چه مواد آموزشي 

يك برنامه درسي هندسه گنجاند و چه چيزهايي را بايد 

با اين حال تعدادي از الزامات  .وجود ندارد حذف كرد،

هاي مواد آموزشي مناسب براي يعي در مورد ويژگيطب

را  - هستندكه تاحد زيادي مورد توافق عمومي  -هندسه

 اين مواد بايد :. توان بر شمردمي

ند بلكه بايد به نها تكيه نك و اثبات تعريف هاتنها به  -"

 ند.نفضا و حركت نيز تكيه ك ،شكل ها

عدي كه در ي سه بُبلكه بر دنيا عدي،نه تنها بر فضاي دو بُ -

 ند .نآن زندگي مي كنيم نيز استناد ك

سطوح مقدماتي بويژه برمبناي كم نوشتن وزياد  در -

 د.ندرست كردن وساختن باش

 د.نتفكرمنطقي را رشد ده -

 د.نديگررا نشان ده هاي بين رياضيات وموضوعرابطه  -

 د.نتوانايي فضايي دانش آموزان راافزايش ده -

زندگي روزمره  اي وبراي كارهاي حرفه هاي لازم مهارت -

 د.نده رشد را

ها را به  نه فقط تيز هوش ند همه دا نش آموزان ونبتوا -

 .[8[و]9]"ندنشكل و فضا وادار ك كار با

وآموزش آنها بيشتر اين الزامات را  گره هاهندسه        

آنها  كه با واقعي هستندي اشيا هاگره سازد.برآورده مي

راانجام مي دهيم. آنها از يك سو بر مبناي  حركات واقعي

 از سوي ديگر با رسم نمودار و استعدي قوانين فضاي سه بُ

         پيروي بعدي آنها درروي كاغذ از قوانين فضاي دو

ويژه در گامهاي نخست ابزاري هستند ه ها بگره مي كنند.

كه براي يادگيري آنها دانش آموزان لازم نيست چندان به 

، بلكه لازم است با دست هايشان فرمول بپردازند نوشتن

بايادگيري تعداد  كاركنند، ترسيم كنندوتصور كنند.

كاربرد آنها دانش آموزان مي توانند  محدودي گره و

زندگي روزمره را هاي لازم براي كارهاي حرفه اي ومهارت

 دهند. رشد

 

طراحي فعاليت هاي مناسب رياضي با گره هابه  -2

 كان پذيراستخوبي ام
ها به شكل مطلوبي دانش آموزش هندسه گره         

 فرضيه سازي، حدس زدن، يند مشاهده،اآموزان رادرگير فر

مانند  توضيح دادن و نتيجه گيري، اثبات كردن، ردكردن،

آن مي كند. دانش آموزان همراه با گره زدن و بازي با آن 

      پي  آن ويژگي هايبه برخي از  ،مشاهده يبه وسيله

هايي كه ساخته اند مورد گره مي برند. با بيان روش خود در

هنگام  شوند.آنها درگير توضيح دادن مي ويژگي هايو ذكر 
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ساده كردن نمودار گره ها و رنگ آميزي آنها و نيز بسياري 

ر ادامه اثبات از موقعيت هاي ديگر درگير حدس زدن و د

به گره ها و در دشوار مربوط  ل جذاب ويمي شوند. مسا

روحيه مبارزه طلبي به  ،هستند ساده فهمكه  عين حال 

لايه هاي متفاوتي از استدلال  پاسخ مي دهد. بچه ها

استنتاجي در كار باگره ها  ديده مي شود. مربوط بودن 

 ها به زندگي واقعي و در برداشتن مؤلفه هاي فرهنگي،گره

ه طراحي اجتماعي و تاريخي از ويژگي هاي ديگري است ك

 پذير مي سازد. فعاليت هاي مناسب رياضي را با آنها امكان

بي در هندسه گره ها قابل خو مدل سازي رياضي به شكل 

 درك است.

 

هاي  هندسه گره ها در همه پايه آموزشامكان  -3

 دارد وجود تحصيلي 
از  به تقريبآموزش هندسه گره ها را مي توان          

 ساله( شروع كرد. 0-12آموزان )دانش  پايين ترين سطوح

دانش آموز از پايه هاي دوم تا  32در ازمايشي كه حدود 

شركت داشتند، تنها دانش آموزان پايه  درآن پنجم ابتدايي

 . ها دچار مشكل بودند با گره دوم در انجام فعاليت

به تدريج با افزايش  آموزش در سطوح پايين تر شهودي تر و

ز به سوي رياضيات و به طور دانش آمو قدرت تجريد

 رياضي گره سوق داده مي شود. ينظريه به سويتردقيق

اگر دانش آموز  ،آن است كه يآموزشي  ها يكي ازمشكل

واقعي دنياي مادي را  عنصرهايآن كه توانايي كار با ون بد

   نمايش  كه اين مواد را عبارت هايتنها با  ،داشته باشد

 عنصرهايطبيعي ارتباط بين  به طور دهند درگير شود، مي

رود. نمايش دهنده آنها از دست مي عبارت هاييمتناظر و 

يعني حركت از شهود به تجريد  آموزش، يبنابراين شيوه

به عنوان اشيايي  باعث حفظ ارتباط طبيعي بين  گره ها

نمايش دهنده آنها و مدل هاي رياضي  تعبيرهاي واقعي و

 مي شود. آنها 

 

 

 

 يمسير ساخته شدن يك نظريهاز بخش هايي -4

 را ترسيم مي كنند ويژه
اين امكان را  در يك سطح مقدماتي آموزش گره ها        

 يفراهم مي آورد كه دانش آموزان درك كنند يك نظريه

صرف  به چه شكل ساخته  شده است. ،رياضي مانند گره ها

 آن گونه كه در -گره ها يطرح نظريه در اصلنظر از اينكه 

امكان پذير  در سطح مدرسه -رياضيات عالي وجود دارد

اين حال تا حدي مي توان در مدرسه به دانش  با نيست،

ها چگونه اين موضوع را آموزان نشان داد كه رياضيدان

دانش خود  بيان هاييو  عبارت هامطالعه مي كنند و با چه 

را شكل مي دهند . دانش آموزان ياد مي گيرند كه براي 

به  ه گره ها مي توانند تعدادي از آنها را درست كنند،مطالع

و از  ،ساده آنها را بيابند ويژگي ها آنها با دقت توجه كنند،

به هنگامي كه گره هاي پيچيده تر را مطالعه  ويژگي هااين 

    آنها در براي طبقه بندي آنها استفاده كنند. كنند،مي

فشان امكان اابند كه با مشاهده دقيق تر دنياي اطريمي

كشف حقايق بسياري برايشان وجود دارد.

 

ه ها پيش نياز گر ينظريه ي شروع مطالعه -5

 چنداني لازم ندارد
براي خيلي از افراد  ها گره ينظريهمقدار زيادي از          

 ندارد.  بالا رياضيات سطح   به نياز قابل دسترسي است و

يشتر دانش آموزان در شروع براي ب ها بنا براين آموزش گره

موقعيت هايي اكثر برخلاف  ،بر اين افزونپذير است.  امكان

بسياري از  كه در ديگر شاخه هاي رياضيات حاكم است،

   مسائل حل نشده در اين حوزه به سادگي فرمول بندي

حتي براي مبتدي ها نيز قابل فهم است و اين  د ونشو مي

  هم حل شود. احتمال وجود داردكه توسط غير حرفه اي ها

 ميتوان يافت. [4] را در مسائل تعدادي از اين

 

با هندسه غير  دانش آموزان آشناييموجب  -6

  مي شود اقليدسي و غير اصل موضوعي
ها مي توانند دانش آموزان را با نوعي هندسه غير گره        

اقليدسي يا به طور دقيق تر با هندسه اي كه داراي 
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ست آشنا كنند . به سختي مي توان ساختاري توپولوژيك ا

موضوعي ديگر را يافت كه هم قابل دسترس براي دانش 

 هم داراي ساختاري غير اقليدسي باشد. وآموزان باشد 

هندسه اقليدسي، اصل موضوعي است و بنا  افزون بر اين

كردن ساختمان هندسه اقليدسي بر مبناي اين اصول 

ندسه گره ها در حالي كه ه موضوع چندان ساده نيست.

را در  ،غير اصل موضوعي است كه نوعي ديگر از هندسه

 معرض ديد دانش آموزان قرار مي دهد.

 

روش بحث در مناسبي براي  يگره ها وسيله -7

 اي كوچك مي باشدگروه
ديگر  هاي گره ها همانند بسياري از موضوع آموزش         

روش كار  .هاي كوچك قابل حصول است رياضي در گروه

كه توسط نگارنده به شكل آزمايشي  اجرا شده است،  در 

از  برخياما نكته جالبي كه در شرح داده شده است.   

به طور ل مرتبط با گره ها وجود دارد اينست كه آنها يامس

قابل حل  يك گروهاعضاي  وسيله ه با كار جمعي ب صرف

. براي ساختن هستنداين دست  از 1گره هاي انساني است.

ه هاي انساني مي توان از چند دانش آموز استفاده كرد و گر

مي شود كه هر فرد گروه حركت  له حلأمس تنها موقعي

خود را درست انجام دهد .گره هاي انساني مي توانند اين 

ل جمعي و يبه دانش آموزان القا كنند كه مساواقعيت را 

كه به يك جامعه مربوط است را بايد با  مشكل هايي

در حل گره هاي  .كردبه طور دسته جمعي حل  همفكري و

اي درگير فرايند  دانش آموزان به طور شايسته انساني،

 مي شوند."همكاري "

 

 . كار با گره ها آسان است -8
هاي  كتاب يادگيري گره زدن چندان دشوار نيست.       

ويژه ه با گره ها در زندگي عادي و ب مورد كار مناسبي در

 و [12] ،[11] [،12] [،0] [،3] دنجود داراي وزندگي حرفه

از مواد چيزي به جز طناب معمولي يا ريسمان يا نخ  .[10]

و مداد و كاغذ لازم نيست .گره ها به راحتي قابل نمايش در 

                                                
1 . Human knots 

دانش  .هر مكان ديگري است و يا روي كاغذ، كلاس درس،

با تبديل و تغيير گره با دست هاي  متفاوتآموزان سنين 

 توانند به تجربه كردن با گره ها بپردازند. خودشان مي

نرم افزاري و  فراورده هاي هاي موجود،بر كتاب افزون

 اينترنت نيز منابع خوبي را براي آشنايي و صفحه هاي

براي ديدن يك مجموعه از  تجربه با گره ها فراهم آورده اند.

 جالب يك نرم افزار و براي كار با [13] مناسب سايت هاي

 ملاحظه كنيد. را [14]

 

ديد شهودي و ساختار حسي و  بين  ائتلافايجاد  -9

 مي كند حركتي
همان  مشاهده سهم ويژه اي در كار با گره ها دارد.        

طور كه مي دانيد علم شيمي از جدول مندليف شروع نشده 

 ،است طبقه بندي شروع نشده زيست شناسي از است،

موضوع شروع  هندسه از اصول ثبت كردن و تاريخ از

 حقايق مشاهده شده در از اينها يك از شروع هر اند.نشده

فراهم  اين امكان را دنياي مادي بوده است .هندسه گره ها

ائتلاف  كارگيري وه ب مي آوردكه هنگام آموزش بتوان بر

حركتي  ساختار حسي و و بصري )ديد شهودي( مؤثر تصور

هندسه گره ها تمرين عملي مناسبي براي گذر از  تكيه كرد.

 شهود به تجريد مي باشند.

 

رياضيات را نشان دروني و بيروني  هاي ارتباط -11

مي دهد
گره ها حتي تا آن مقدار كه در سطح  ينظريه 

 يرابطه تا حدوديتواند مدرسه اي قابل آموزش است مي

آموزان نشان  هايي از رياضيات را به دانش دروني بخش

اين دستاورد به سختي در موضوعي ديگر قابل حصول  دهد.

كند كه  گره ها فرصتي با ارزش را فراهم مي ينظريه .است

در جريان آن، دانش آموزان مي توانند ارتباط بين هندسه، 

را هر چند در  تايو تركيب داعداتوپولوژي، جبر، نظريه 

 يگر امروز نظريهاز طرف دي سطحي ابتدايي ملا حظه كنند.

گره داراي كاربردهاي مهمي در زيست شناسي ، فيزيك و 

بيروني  يشيمي است. اين كاربردها مي توانند رابطه

 به تصوير بكشند. را گره با ديگر شاخه هاي علوم ينظريه
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را  [16 -15]و  [4قسمتي از اين كاربردها ] براي مرور

 .ملاحظه كنيد
توان به جنبه هاي ديگري از  مي با مطالعات بيشتر        

اهميت و ارزش آموزش هندسه گره ها در مدرسه دست 

يافت. بدون ترديدافزايش قدرت استنتاج و استدلال رياضي 

است . جايگاه  موضوع اين نيز از جمله دستاوردهاي آموزش

  خاص گره در فرهنگ غني ايران خود بحثي جداگانه را 

د مدلهاي فيزيكي براي مي طلبد .گره ها بخشي از كمبو

 رشد توانايي فضايي را جبران مي كنند .

 

 روش پیشنهادي براي آموزش هندسه گره ها 

جزئيات توسط نگارنده تشريح شده  ذكر اين روش با        

. در اينجا به طور مختصر در مورد نكات  است 

   توضيحاتي را ارائه مي كنيم. برجسته ي آن

 

 گره هابا  آشنايي-1
ها براي آشنايي با گره ها وشكل  از جمله بهترين راه         

فعاليت واقعي )گره  گيري ديدگاه و تصور در مورد گره،

با تعدادي  معماها و نظاير آن( ها، بازي باز كردن گره، زدن،

جايي  از گره هايي است كه بچه ها مي شناسند يا در

با تعداد دهد كه فراگيري كار تجربه نشان مي اند.ديده

خيلي از نيازهاي  حدود ده گره (براي مثال معيني گره )

دانش  طرف مي كند. را بر متفاوتزندگي روزمره در امور 

آموزان ضمن باز و بسته كردن گره ها و بررسي ساده ترين 

مورد مطالعه توجه  يءحالت ها به كمك معلم به ساختار ش

زهايي از مي كنند و به اين موضوع پي مي برند كه چه چي

آنها چه  هستند و  تشكيل دهنده آن مهم  عنصرهاي

چه چيزهايي  متفاوت يمورد گره ها در دارند؟ هايويژگي

. دانش آموزان با هستند مشترك و چه چيزهايي متفاوت

ساده تر به سمت درك موارد  موردهايتجزيه و تحليل 

گره  )معمولي(، 1حركت مي كنند. گره دستي تردشوار

جمله گره هايي هستند كه در اين از 3دوبل ،گره2هشتي

                                                
1 . Overhand knot 
2 . Figure-eight knot 
3 . Double 

در  مرحله دانش آموزان با آنها و كاربردشان آشنا مي شوند.

  .ساده نمايش داده شده استمتاول و  گره اين سه  2شكل 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نكته مهم آن است كه آشنايي دانش آموزان با گره ها به 

 يءواقعي است و از گره به عنوان يك ش صورت طبيعي و

بر  افزون مجرد رياضي در اين سطح اسمي برده نمي شود.

هاي كوچك باشد تا  با گره در گروه اين بهتر است كه كار

درك مفهوم  ساده تر باشد. دانش آموزانمطالعه آن توسط 

گره به صورت شهودي و به عنوان يك شكل فضايي در اين 

ساده گره  ويژگي هايكشف  حاصل شود. تواندمي آشنايي

مهم اين مرحله  هدف هاياز جمله  دانش آموزانها توسط 

براي سهولت بيشتر يكي از دانش آموزان دو سر گره  .است

ي گيردو دانش آموز دوم ضمن ساخته شده را در دست م

گره توضيح  ويژگي هايمورد  مشاهده و بازي با آن در

2 شكل

 (معمولیدستی )گره 

گره هشتی

دوبلگره 
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كشيدن و خميدن  دهد. حركات زيادي شامل پيچاندن،مي

مشاهدات و برداشت ها  اطلاعات، .شودمجاز شمرده مي

 جمع آوري و به كلاس عرضه مي شود.

 

 رسم نمودار گره ها -2  
گيرند كه چگونه وزان ياد ميدر اين مرحله دانش آم          

كه  ييگره سه بعدي را روي كاغذ رسم كنند. گره ها

مواد توانند   مي درمرحله يك توسط آنها ساخته شده است،

گره ها را با رسم  بيشتر لازم براي اين مرحله باشند.

 شود.گره ناميده مي توصيف مي كنيم كه نمودار تصويرهايي

امتداد  ا سايه گره است.تصوير روي صفحه ي ،نمودار گره

تصوير چنان اختيار مي شود كه هر نقطه روي  )جهت(

تصوير حداكثر دو نقطه از گره اصلي است. هر  نمودار گره،

  ناميده 1تقاطع نقطه كه تصوير دو نقطه روي گره است،

تقاطع روي نمودار گره با بريدن يكي از خطوط  مي شود.

ام قطعه از گره در رسم مي شود تا نشان داده شود كه كد

نمودار تعدادي  3رو و كدام در زير قرار مي گيرد. در شكل 

 از گره ها رسم شده است .

    

گره ها تعدادي از )دو بعُدي(نمودار 3شكل 

                                                
1 . Crossing 

به ) هر چند كه در اينجا نيز صحبتي از رياضيات  

اين حال رسم نمودار  با به ميان نمي آيد، (مفهوم مجرد آن

توسط دانش آموزان گامي مهم براي ورود به تجريد  گره ها

 و نيز نوعي مدل سازي ساده رياضي به حساب مي آيد.

از سنين اً بچه ها تقريب برآوردهاي اوليه نشان مي دهد كه

سالگي قادر به رسم نمودار تعدادي از گره هاي ساده  12-0

مقايسه بين شكل واقعي گره و نمودار دو  .هستند

به دانش آموزان در درك بهتر روابط فضايي كمك بعدي آن 

بيان  اين مقايسه نمودار گره هاي متفاوت، بر افزون كند.مي

كند كه هاي آنها به شاگردان كمك مي شباهت ها و تفاوت

اصلي در يك گره را بهتر بشناسند و با برخي از  عنصرهاي

 در يك گره آشنا شوند . كيخواص توپولوژي

 

 ر گره هامفهوم حركت د -3
هاي واقعي شامل آن دسته  مفهوم حركت در گره

در گره  است كه ساختار گره را تغيير ندهد. هاييتغيير

هايي كه از طناب ساخته مي شوند به شرط آن كه مجاز به 

دو سر آزاد گره توسط جايي يا كسي  بريدن نباشيم و

هر گونه بازي و جابجايي مثل  محكم نگه داشته شود،

هم كردن حركت  هم و بر كشيدن و در پيچاندن، ،خميدن

 ناميده مي شود. اما اگر بخواهيم به عوض كار با گره اصلي،

با نمودار آن كار كنيم چه چيزي را به عنوان حركت روي 

 نمودار گره تعريف مي كنيم ؟

ثابت كرد  1026در سال  (1803-1091) 2ريد مستر

يكي از آنها  داشته باشيم، كه اگر دو نمودار مجزا از يك گره

كه به نام  ) حركات را مي توان از ديگري با يك رشته از

هاي  يو ايزوتوپ (شودخود او حركات ريد مستر ناميده مي

سه حركت ريد  4در شكل . [21]و  [4].بدست آورد 3صفحه

 مستر نمايش داده شده است.

 

 

 

                                                
2 . Reidemeister 
3 . Planner isotopy 
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حركت هاي رید مستر 4شكل 

 

                 

                        

           

توان به  طرفه نشان مي دهد كه مي جهت هاي دو

توان در حالت اول ميبراي مثال، صورت معكوس عمل كرد. 

هيچ يك از  يا حلقه اي را ايجاد كرد. و كرد يك حلقه را باز

هر يك از اين  .دهد اين حركات ساختار گره را تغيير نمي

تركردن  يچيدهپ يا ساده تركردن به سه نوع حركت به نوعي

ساده سازي يكي از  ظاهري نمودار گره منجر مي شود.

ترين اعمالي است كه در علم و زندگي مورد استفاده مهم

گيرد. به اين مفهوم در رياضيات مدرسه اي توجه  قرار مي

هاي عددي،  عبارت دانش آموزان كسرها، ويژه اي مي شود.

ند فراي هاي جبري و مانند آن را ساده مي كنند. عبارت

معكوس يعني تركيب كردن به نوبه خود پايه و اساس 

مخرج  براي مثال، .هاي غير بديهي است بسياري از فعاليت

 رسم خطوط اضافي در هندسه و مانند آن. مشترك گيري،

حركات ريد مستر هم با گره هاي واقعي قابل اجراست و هم 

 ماول و دو مثالي از كاربرد حركات 5در شكل  با نمودار آنها.

كه دانش آموزان را درگير يك فعاليت مناسب ريد مستر

رياضي مي كند نشان داده شده است.

 

 
 

 كاربردي از حركت هاي رید مستر 5شكل 

 

 رنگ پذيري گره ها  -4    
رنگ آميزي يك گره در ابتدا   درروش پيشنهادي          

وسيله اي براي بهتر ديده شدن ساختار گره توسط دانش 

به  به تدريج گره ها رنگ پذيري ، در ادامه .است آموزان

ال ؤصورت يكي از ابزارهاي مهم براي پاسخ دادن به اين س

 اند و چه موقع متفاوت اند مهم كه چه موقع دوگره مساوي

همان نقشي است كه رنگ  ناي مورد استفاده قرارمي گيرد.

ايده رنگ پذيري يا  پذيري در نظريه رياضي گره ها دارد. 

 حوالي 2كساف توسط 1طور دقيقتر ايده سه رنگ پذيري به

موزان در ابتدا گره آدانش . ]19 [است مطرح شده1062

هر  رنگ آميزي مي كنند. متفاوتهاي ساده را با رنگ هاي 

منظور از يك  شود. يك رنگ، رنگ آميزي مي با 3قوس

قطعه اي از نمودار گره است كه از زير يك  ،قوس يا كمان

دانش آموزان  .قاطع بعدي آن را شامل مي شودتقاطع تا ت

در طي يك فرايند تدريجي و چند مرحله اي با رنگ 

و  تنظيم مجدد حدس خود، درستيبررسي  حدس، آميزي،

اصلاح ايده ها و هدايت و راهنمايي معلم به ايده اصلي سه 

قاعده سه رنگ پذيري را به طور  رسند.رنگ پذيري مي

هر گاه نمودار يك گره را  ح داد:ساده مي توان چنين توضي

به گونه اي رنگ آميزي كرد كه  متفاوتبتوان با سه رنگ 

در هر تقاطع يا هر سه رنگ ديده شود ويا اينكه يك رنگ 

 ناميم. ميآنگاه چنين گره اي را  سه رنگ پذير تكرار شود،

نكته مهم ديگري كه قابل آموزش در مدرسه است          

   گ پذيري را حفظ نمستر سه ر اينست كه حركات ريد

                                                
1 . Tricolorability 
2 . Fox 
3 . Arc 
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يعني اينكه اگر نمودار يك گره سه رنگ پذير  ،مي كنند

كه با يك رشته از حركات ريد  -ديگر آن هر نمودار باشد،

 ،مثال براي نيز سه رنگ پذير است. -مستر به دست مي آيد

آن سه رنگ پذير است ولي  ديگر نمودار هر گره دستي و

نمودار ديگر آن سه رنگ پذير نتيجه هيچ  در گره هشتي و

توان يكي از آنها را بناميم هر گاه  1دو گره را معادل .نيست

دست ه ازديگري به كمك يك دنباله از حركات ريد مستر ب

گره دستي و گره هشتي با يكديگر معادل  ،آورد. بنابراين

 .هستندنيستند. يعني آنها دو گره متفاوت از نظر ساختار 

عدم سه رنگ  ذيري گره دستي وسه رنگ پ 6در شكل 

در  ،مثالبراي پذيري گره هشتي نشان داده شده است .

به رنگ قرمز و دو  توان گره دستي دو قطعه كناري را مي

اما  .رنگ آميزي كرد بي و سبزآهاي  با رنگ را قوس ديگر

 بي وآبا به ترتيب  را 4و 2 ،1هاي  هاگر در گره هشتي قطع

بي رنگ آرا بايد  3 قطعه ناچار سياه و قرمز رنگ كنيم به

 ،يك از اين سه رنگ هيچبا  5در اين صورت قطعه  كنيم.

با  ( نيست.قاعده سه رنگ پذيري قابل رنگ شدن )طبق

استفاده از ايده سه رنگ پذيري مي توان به دانش آموزان 

و گره دستي باز  گره وجود دارددر واقع نشان داد كه 

نشدني است!

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      

  

 

                                                
1 . Equivalent 

ح بالا تر بانسبت دادن يك رابطه هم نهشتي به ودر سط 

ايده سه رنگ  ،قوس هايي كه دريك تقاطع قرار مي گيرند

شود و ارتباطي رنگ پذيري تعميم داده مي k پذيري به ايده

و گره ها ديده مي شود.  داعدا يساده و جالب بين نظريه

  است.هاي آخر دوره متوسطه  اين ايده قابل آموزش در سال

 

 گره هاي رياضي  -5
گره رياضي يك مفهوم مجرد است و معرفي بدون          

موزان دشوار و نامناسب به نظر مقدمه آن براي دانش آ

يكي از مهمترين و در عين حال دشوارترين مراحل  رسد.مي

تنظيم  ،براي معرفي يك ايده رياضي به دانش آموزان

در روش  مي باشد. حركت از شهود و تجربه به سوي تجريد

پيشنهادي شاگردان طي فرايندي كه در هر مرحله مجرد تر 

 مي شود به مفهوم رياضي گره نزديك مي شوند.

طول آن و  جنس آن، بي اهميت بودن ضخامت طناب،

نظاير آن در ساختار يك گره و در نهايت نشان دادن 

هايي  ضرورت اتصال دو انتهاي طناب براي مطالعه گره گام

ر مجرد سازي و نزديك شدن به يك ديدگاه رياضي مهم د

سپس در ادامه تمام كارهايي كه با  در مطالعه گره است.

گره هاي معمولي و نمودارهاي آنها توسط دانش آموزان 

 انجام شده است يك ديگر با گره هايي كه ديگر دو انتهاي

با نمودارهاي آنها قابل تكرار  آنها به هم چسبيده است و نيز

 است.

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

گره هشتی سه رنگ پذیر نیست
1شكل 

گره دستی سه رنگ پذیر است
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 طبقه بندي گره ها -6
بندي گره ها در حالت كلي يك جالب است كه طبقه        

طبقه بندي گره ها با استفاده از  ![4]حل نشده است ألهمس

گيرد كه عبارت  مي صورت 1"عدد تقاطع" مفهومي به نام

تقاطع موجود در بين تمام نمودارهاي  كمترين تعداد"از 

 9تا  3از مرتبه  طبقه بندي گره هاي است. "يك گره

 نشان داده شده است. 9 تقاطع در شكل

  2كه هيچ تقاطعي نداشته باشد گره بديهي را گره اي    

پايين قابل آموزش  يطبقه بندي گره هاي مرتبه .مي نامند

در سطح مدرسه است . دانش آموزان مي توانند پي ببرند 

   گره بديهي تبديل تقاطع به  2و 1كه تمام گره هاي با 

  مي شوند.

 

 گره  يآشنايي با مفاهيمي از نظريه -7
 ، 3گره مانند تركيب گره ها يبرخي از مفاهيم نظريه       

و تصوير   5تصوير آينه اي گره ها ، حساب ،4گره هاي اول

يك گره و تعدادي ديگر از مباحث قابل آموزش 6معكوس

برخي از . استدر دوره هاي راهنمايي و متوسطه 

فيزيك و زيست  گره در شيمي، يكاربردهاي ساده نظريه

 شناسي نيز قابل طرح براي دانش آموزان است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                
1 . Crossing number 
2 . Trivial knot 
3 . composition of knots 
4 . prime knots 
5 . Mirror image 
6 . Inverse image 

جمع بندي  -8
ه هاي ديگري به جز آشنايي دانش آموزان با هندس          

هندسه اقليدسي، در توسعه تفكر رياضي آنها نقش مهمي 

غير اقليدسي به مدرسه  دارد. در حاليكه ورود هندسه هاي

با  "هندسه گره ها"به دليل پيچيدگي آنها دشوار است، 

توجه به ظرفيت ها و جذابيت هاي ويژه آن يك مورد كم 

از مزاياي مهم اين هندسه، قابل آموزش بودن  نظير است.

كاربردهاي گره ها در   آن در سطوح تحصيلي متفاوت است.

نقشي ممتاز به آنها  علومو امور حرفه اي و در  زندگي روزانه

داده است. افزون بر اين گره ها در فرهنگ بشري و به ويژه 

اسلامي جايگاهي با ارزش دارند. آيا  –فرهنگ غني ايراني 

اگرچه ورود يك  مي توان از كنار همه اين ها گذشت؟

ها سه اي نيازمند بررسيمدر موضوع جديد به حوزه آموزش

ليكن براي  ،راواني استف هاي و آزمايش ه هايو مطالع

آن را در برخي از دوره هاي  بخش هايي از شروع مي توان

فوق برنامه و با داوطلبان علاقه مند به صورت آزمايشي اجرا 

در مورد گره ها استفاده از كامپيوتر ونرم افزار هاي  كرد.

رابراي نمايش يك گره  زيادي مناسب كه قابليت هاي

 . ه استبسيار مفيد و آموزند دارند،

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تقاطع 7تا  3طبقه بندي گره هاي از مرتبه  7شكل 
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و  دارد كيد زيادي بر كار گروهي وجودأدر طرح پيشنهادي ت

مراحل آموزشي به نحوي تنظيم شده اند كه امكان كشف 

تكيه بر شهود و تجربه و مشاهده  به دانش آموز داده شود.

دقيق و استفاده از آن براي رسيدن به سطح بالاتري از 

نتايج چند  وش پيشنهادي است.ويژگي هاي رنيز  تجريد از 

  اجراي آزمايشي اين روش اميد وار كننده بوده است.

براي دانش آموز علاقه مند و ها نظريه گره  همچنين

در تعقيب قابل  ،مستعد به عنوان يك زمينه كاري جالب

 .است وادامه تحصيل تكميلي ه هايبراي مطالع دانشگاه

و تمدن  ه هايربكه ريشه در تج ،شايد طرح هندسه هاي نو

د كه  دانش آموزان وموجب ش اين را و فرهنگ بشري دارند،

    درآن زندگي  كه دنيايي براي شناخت نيز به نگاهي نو

                                                                                    .كنند، دست يابند مي
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