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Background and Objectives: One of the most important concepts in mathematics, which has 

always been difficult for students to understand, is the concept of limit. Due to the connection 

of this concept to many other concepts such as infinitely large and infinitesimally small, 

continuity, derivative and integral, its correct understanding and comprehension is of 

particular importance and this has led to its teaching and learning by math educators. Although 

this concept has been explored many times in educational research by researchers, it is still 

difficult for students to understand.  

There are several ways to identify problems in understanding concepts, including the concept 

of limit. One of these methods is to study how concepts and structures are formed that 

students create to learn concepts in their minds. The aim of this study is to assess students, 

understanding of the concept of limit in the third year of secondary school based on the APOS 

theory. APOS theory is a theory of learning that is used in academic mathematics. The theory 

categories students’ understanding of concept across the levels, and is able to models mental 

structures that person to understand of the concept.   
Methods: This research is a descriptive study using survey. The sample of this research is 234 

students in third grade from Qarchak city who have been randomly selected. The instrument 

is a researcher-made questionnaire with six questions. The reliability of the test was estimated 

by Cronbach’s alpha and is approved in the amount of 0.82.  

Findings: The results show that most students do not have a good understanding of the 

concept of limit and they mostly can do the limit problems correctly, if they have a routine way 

to solve them. The weak structures affect not only their understanding of the concept, but also 

depend on the understanding of the concepts such as continuity.  
Conclusion: When introducing the concept of limit, the teacher can prevent the construction 

of correct schemas of the concept of limit by using slang and giving the initial idea. Because the 

role of the teacher in constructing a concept of limit is very important, if the teacher teaches 

in an inappropriate way, it may prevent the student from absorbing the concept of limit. 

Another reason for stopping the growth and development of the concept is the continuous 

evaluations in educational environments that do not emphasize the need for conceptual 

understanding of the concepts and are limited to routine methods to achieve better results. 

For this reason, doing research in the field of teaching and learning any concept in 

mathematics, such as the concept of limit, can lead to more effective teaching strategies. 
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آموزان همواره با مشکلاتی همراه بوده است، از سوی دانش یکی از مفاهیم مهم در ریاضیات که درک آن :پیشینه و اهداف

نهایت کوچک ، پیوستگی، نهایت بزرگ و بیمفهوم حد است. به دلیل ارتباط این مفهوم به بسیاری از مفاهیم دیگر از جمله بی

وزش و یاددهی آن ای برخوردار است و همین امر سبب شده است آممشتق و انتگرال، درک و فهم صحیح آن از اهمیت ویژه

از سوی آموزشگران ریاضی مورد توجه قرار گیرد. گرچه این مفهوم بارها در تحقیقات آموزشی از سوی محققان مورد بررسی 

آموزان به قوّت خود باقی است. برای شناسایی قرار گرفته است ولی هنوز هم مشکلات در زمینه درک آن توسط دانش

ها، های متعددی وجود دارد. از جمله این روشرک مفاهیم از جمله مفهوم حد، روشمشکلات به وجود آمده در زمینة د

 سازند است.آموزان برای یادگیری مفاهیم در ذهن خود میبررسی چگونگی تشکیل مفهوم و ساختارهایی است که دانش

 APOSوم حد بر اساس نظریه آموزان سال سوم متوسطه رشته تجربی و ریاضی از مفههدف از این مطالعه بررسی درک دانش

گیرد. این نظریه درک یک نظریه یادگیری است که بیشتر در ریاضیات دانشگاهی مورد استفاده قرار می APOSاست. نظریه 

منظور درک کند و قادر است ساختارهای ذهنی که شخص بهبندی میآموزان از مفاهیم را در سطوح مختلف دستهدانش

 ازی کند.سسازد را مدلمفهوم می

آموز دانش 234 یابی انجام شده است. نمونه مورد مطالعهتحقیق یک تحقیق توصیفی است که به روش زمینه این  ها:روش

ای اند. ابزار آزمون، پرسشنامهای انتخاب شدهدختر سال سوم متوسطه شهرستان قرچک هستند که به روش تصادفی طبقه

مورد  82/0 سؤال است که توسط مؤلفین مقاله طراحی شده است. پایایی آزمون با محاسبه آلفای کرونباخ به میزان 6 شامل

 تأیید است. 

آموزان درک درستی از مفهوم حد نداشته و مسائل حد را در صورتی نتایج حاصل از تحقیق نشان داد که اکثر دانش ها:یافته

آموزان در پاسخ به سؤالات روتین برای حل دسترسی داشته باشند. عملکرد ضعیف دانشکنند که به یک روش درست حل می

ها وسازهای مفهوم حد در ذهن اکثر آنکند که ساختخوبی مشخص میآزمون مخصوصاً گروه سوم تجربی این نکته را به

اشته است بلکه بر درک مفاهیم وابسته ها از مفهوم حد تأثیر گذتنها بر درک آنبسیار ناقص است. این ساختارهای ضعیف نه

 از جمله پیوستگی نیز مؤثر بوده است.

تواند مانع پردازد با استفاده از زبان عامیانه و دادن ایدۀ اولیه، میمعلم زمانی که به معرفی مفهوم حد می گیری:نتیجه

های درستی از مفهوم حد شود. چون نقش معلم در ساخت طرحی از مفهوم حد بسیار مهم است، اگر معلم وارهساخت طرح

آموز گردد. علت دیگر توقف رشد و مفهوم حد توسط دانش با روشی نامناسب به آموزش بپردازد، ممکن است مانع جذب

های آموزشی است که نیاز به درک مفهومی مفاهیم را مهم جلوه نداده و های مستمر در محیطتوسعة مفهوم، ارزشیابی

ریس و پرداختن به تحقیقاتی در زمینة تد به همین دلیلهای روتین برای دستیابی به نتایج بهتر هستند. محدود به روش

 تواند منجر به ارائه راهکارهایی برای تدریس مؤثرتر شود. یادگیری هر مفهومی در ریاضی مانند مفهوم حد، می

 مهمقدّ

آموزان از سوی دانشکه درک آن در ریاضیات مهم  از مفاهیم یکی

به دلیل ارتباط  است.، مفهوم حد همواره با مشکلاتی همراه بوده است

نهایت و بی نهایت بزرگز مفاهیم دیگر از جمله بیاین مفهوم به بسیاری ا

کوچک ، پیوستگی، مشتق و انتگرال، درک و فهم صحیح آن از اهمیت 

ای برخوردار است و همین امر سبب شده است آموزش و یاددهی ویژه

ه این مفهوم آن از سوی آموزشگران ریاضی مورد توجه قرار گیرد. گرچ

بارها در تحقیقات آموزشی از سوی محققان مورد بررسی قرار گرفته 

 آموزان به کلات در زمینه درک آن توسط دانشـاست ولی هنوز هم مش
 

معتقدند  (Cornu) قوتّ خود باقی است. برخی از محققان از جمله کارنو

آموزان در درک و فهم حد دارند، اغلب ناشی از که مشکلاتی که دانش

آموزان نسبت به این مفهوم باورها و ابهامات نادرستی است که دانش

های تدریس ناصحیح دارند و برخی دیگر این مشکلات را ناشی از روش

 .[1] داننداین مفهوم می

ینة درک مفاهیم از جمله برای شناسایی مشکلات به وجود آمده در زم

ها، بررسی های متعددی وجود دارد. از جمله این روشمفهوم حد، روش

آموزان برای چگونگی تشکیل مفهوم و ساختارهایی است که دانش

سازند است. بررسی ساختارهای ذهنی یادگیری مفاهیم در ذهن خود می
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یاضی تواند به آموزشگران ریادگیرندگان در هر سطحی که باشد می

کمک کند تا بتوانند آموزش مفاهیم را طوری طراحی کنند که منجر به 

آموزان شود. جهت بررسی رشد و توسعه مفاهیم در ذهن دانش

توان از نظریات یادگیری کمک گرفته در ذهن میساختارهای شکل

بینی کردن پیش (Weyer) گرفت. نظریه یادگیری به عقیده وییر

ت که شامل سطوح متفاوتی از فرایند چگونگی یادگیری افراد اس

های باشد. هدف هر نظریه یادگیری بهبود آموزش و تجربهیادگیری می

منظور کمک به یادگیرندگان جهت پیشرفت در فرایند آموزشی به

 .[2] باشدیادگیری می

های آموزشی متعددی در حوزۀ ریاضی ابداع و های اخیر نظریهدر سال

 -شیء -فرآیند -توان به نظریه عملها مین آناند که از بیمعرفی شده

ای از مراحل تک ساختاری، یا دنباله (Dubinesky) واره دوبینسکیطرح

که بر  SOLO ای و چند ساختاری در مدلابطهر-تک ساختاری 

های موضعی رشد مفهومی فرد متمرکزند، اشاره کرد. این چارچوب

د که در آن یادگیرنده انها به یک جنبه مفهومی خاص مرتبطنظریه

کند اطلاعات در دسترس را بفهمد و با استفاده از تمام تلاش می

ساختارهای شناختی در دسترس خود در آن زمان، ارتباطاتی ایجاد 

 -شیء -فرآیند -. تمرکز این مقاله بر نظریه یادگیری عمل[3] نماید

و  معروف است APOSواره دوبینسکی است که به نظریه یادگیری طرح

 در تحقیقات آموزش ریاضی بسیار کاربرد دارد.

درباره چگونگی یادگیری و  و سازگراییای ساخت که نظریهAPOS نظریه

توسعه مفاهیم ریاضی است، به روند یادگیری یک مفهوم ریاضی و 

شدن آن در ذهن یادگیرنده توجه دارد. در واقع این نظریه  ساخته

کند که به هنگام یادگیری را بیان میساز مفاهیم  و ای از ساختچرخه

 APOS. نظریه [4] دهدیک مفهوم ریاضی در ذهن یادگیرنده رخ می

 و بر اساس یکی از نظریات پیاژه 1991 توسط دوبینسکی در سال

(Piaget)  و در جهت بازسازی آن در فضای ریاضیات دانشگاهی، مطرح

مفاهیم ریاضی  شده است. این نظریه بر این فرض استوار است که فرد

آموزد، بلکه او برای معنا بخشیدن به یک مفهوم طور مستقیم نمیرا به

کند. اگر فرد برای یک مفهوم ریاضی از ساختارهای ریاضی استفاده می

ساختارهای ذهنی مناسب ریاضی داشته باشد یادگیری برای او آسان 

فهوم است ولی اگر ساختارهای ذهنی مناسبی موجود نباشد یادگیری م

به آن  APOS. ساختارهایی که در نظریه [5] تقریباً غیرممکن است

واره. و طرح اند از عمل، فرآیند، شیءشود عبارتپرداخته می

ها شروع شده، از میان فرایندها با عمل APOSدیگر نظریه عبارتبه

 .[6] رسدواره میها به اشیاء به طرححرکت کرده و بعد از تبدیل آن

آموزان از مفهوم حد، ابتدا تحقیق جهت بررسی درک دانشدر این 

  APOS ساختارهای لازم برای درک مفهوم حد را در قالب سطوح نظریه

شده در  کنیم. سپس از طریق بررسی ساختارهای ایجادمشخص می

ها از مفهوم حد را خواهیم سنجید. آموزان، میزان درک آنذهن دانش

شده در  تا حدی بتوانیم مشکلات ایجادکند این بررسی به ما کمک می

این زمینه را شناسایی کنیم. در مورد دغدغه ذهنی و تجربی مؤلفان 

مقاله در انجام تحقیق حاضر و انتخاب مبحث حد، علاوه بر تجارب 

تدریس در دبیرستان و دانشگاه، عدم وجود پژوهشی در این باره و بکر 

ی که تحقیق حاضر را هدایت بودن موضوع، تأثیرگذار بوده است. سؤالات

 اند از:کنند عبارتمی

o آموزان سال سوم متوسطه از مفهوم حد بر مبنای نظریه درک دانش

APOS چگونه است؟ 

o کننده سوم ریاضی و تجربی از مفهوم  آیا بین درک دو گروه شرکت

 حد، تفاوت معناداری وجود دارد؟

 
 چارچوب نظری تحقیق

آموز باید به لحاظ ذهنی فعال باشد. دانشبرای اینکه یادگیری رخ دهد، 

وپنجه نرم شدن و دستآموز را به مواجههای درس، باید دانشدر کلاس

های ها با شبکهوجور کردن آنهای جدید، تلاش برای جفتکردن با ایده

طور موجود ذهنی و چالش با دیدهای خود و دیگران، تشویق کرد. به

است که همان تفکر فعال  ر بازتابیخلاصه ساختن دانش نیازمند تفک

باشد. تفکر بازتابی به درباره آن ایده یا فعالیت ذهنی بر روی آن ایده می

هایی منظور یافتن ایدههای موجود بهمعنای جستجو و بررسی میان ایده

 رسداست که برای معنا بخشیدن به ایدۀ جدید سودمندتر به نظر می

کند رگرفته از تفکری است که بیان می. این باور از ساختن دانش ب[7]

آموز در آن برای معنا بخشیدن یادگیری فرایندی فعال است که دانش

 .[8] کندبه یک مفهوم از ساختارهای ذهنی استفاده می

شوند و توصیفی از این ساختارهای ذهنی که طی آموزش حاصل می 

تکوینی آن اند را تجزیه نحوۀ پرورش مفهومی خاص در ذهن یادگیرنده

. هر تجزیه تکوینی لازمه ساختارهای ذهنی است [9] نامندمفهوم می

 باشد کهواره میصورت عمل، فرآیند، شیء و طرحبه APOSکه در نظریه 

APOS  هاست. بنابراین دیدگاه، درک و فهم ترکیب حروف اول آن

تواند در یکی از سطوح عمل و فرآیند یادگیرنده از مفهومی مشخص می

واره مفهوم را نیز شیء باشد و ممکن است یادگیرنده بتواند طرحو 

و برای  APOS. در ادامه تعریف دقیق هر یک از سطوح [5] تشکیل دهد

 تر مثالی از فهم تابع در هر سطح ارائه شده است.فهم دقیق

 
 عمل

شده توسط فرد است، عمل، تغییر دادن اشیاء از پیش شناخته

یر به یادگیرنده نشان داده شده باشد. در این که راه این تغیدرصورتی

اش دارد تا بتواند برای انجام تکالیف و مرحله او نیاز صریح به حافظه

 .[8] گام از آن استفاده کندبهصورت گاممسائل به

طور مثال در مورد درک مفهوم تابع، زمانی یادگیرنده در سطح عمل به 

ابعی مشخص، مقادیر تابع را برای است که بتواند با استفاده از ضابطة ت

نقاط خاص مشخص کند. در این مرحله فرد به مانند ماشینی عمل 

ها و اطلاعاتش کند که به او دستوری داده شده و با استفاده از دادهمی

. در این سطح فرد قادر به درک [10] فقط قادر به انجام آن دستور است

 رسمی تابع و غیره نیست. ای، تعریفترکیب توابع، توابع چند ضابطه
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 فرآیند

کند آن عمل شود و شخص بر آن بازتاب میزمانی که عملی تکرار می

شود. در این زمان یادگیرنده برای انجام صورت فرآیند درونی میبه

شود. یعنی درونی سازی به شخص این عملی، دارای ساختار درونی می

را با اعمال دیگر ترکیب دهد که از یک عمل آگاه شود و آن امکان را می

کند و یا دو یا چند فرآیند را برای ساختن فرآیند جدید هماهنگ کند. 

فرآیندها همان ساختار درونی عمل را دارند، اما بدون احتیاج به هدایت 

توسط محرک خارجی. شخصی که درک فرآیندی از تغییر را دارد 

های تغییر ی گامتواند بر عمل بازتاب کند، عمل را توصیف کند و حتمی

ها را واقعاً انجام دهد. در را معکوس کند، البته بدون اینکه این گام

کند مقایسه با عمل، فرآیند را دیگر راهنما و محرک بیرونی هدایت نمی

 .[5] بلکه کنترل در دست یادگیرنده است

سازی در مورد تابع به عقیده وییر یادگیرنده در این سطح، فرآیند مفهوم

عنوان یک فعالیت دهد. او قادر است به تغییرات تابع بهرا انجام میتابع 

تواند درک کند . او می[2] کامل فکر کند و شیوه کارش را درونی سازد

تواند کاری انجام دهد. مثلاً در که تابع مانند فعلی است که می
2( )f x x را رسم کند تواند با تعدادی نقطه شکل آموز مییک دانش

باشد و است و نمودار آن سهمی می 2و درک کند که یک تابع درجه 

 نیز با مقادیر منفی تابع نزولی و با مقادیر مثبت تابع صعودی خواهد بود.
 

 شیء
برد شود و پی میزمانی که شخص از فرایند همانند یک کلیت آگاه می

ساختن چنین ها را تغییر دهد و حقیقتاً قادر به تواند عملکه می

تغییراتی باشد، تفکر او از سطح فرآیند به سطح شیء رسیده است یا 

شده است. در طول انجام عمل یا فرآیند  اصطلاحاً فرآیند در شیء خلاصه

بر یک شیء اغلب لازم است که شیء را به فرایندهایی که از آن به دست 

 وجه. گرچه تشکیل شیء یا شیء انگاری [8] آمده است، گسترده کرد

باشد ولی اغلب تصور ها در یادگیری ریاضیات میاشتراک تمام نظریه

شود که خلاصه کردن فرآیند به شیء مشکل است و راهبردهای می

آموزان جهت برخورد با چنین آموزشی لازم برای کمک به دانش

های لازم ترین دلیل آن فقدان تجربههایی وجود ندارد که مهمموقعیت

شوند، عنوان فرایند تعبیر میها به آنچه بهن عملبرای متناظر کرد

های اخیر توجه زیادی به خلاصه کردن البته در سال .[11] باشدمی

در تفکر  عنوان روشی اساسی برای رشد شناختیفرایند به شیء به

 .[12] ریاضی شده است

تواند هایی که مییادگیرنده زمانی در سطح شیء است که از انجام عمل

hرخی توابع انجام شود آگاه گردد. مثلاً در تعریفروی ب f g   

صورت جمع دو تابع دیگر درک کند. همچنین در  را به hبتواند تابع 

2توابع ضمنی از جمله  2 25x y  کند که نمودار یک دایره را ارائه می

را به هم وابسته کند و بفهمد که این رابطه یک  yو xبتواند متغیر 

کند. در اصل تابع نیست، چون خطوط عمودی را در دو نقطه قطع می

توان گفت اگر یادگیرنده بتواند تعریف رسمی تابع را درک کند در می

ی مسلم زمانی یادگیرنده در گیرد. به عقیده اسلاماین سطح قرار می

درک مفهوم تابع در سطح شیء است که بتواند اجرای عملیات روی 

هایی مشخص رجوع فرآیندهای تابع را تصور کند، بدون اینکه به تابع

ها و فرآیندهایی کند، و فرآیندهای تابع را دارای کلیتّی ببیند که عمل

 .[13] توان بر آن اعمال کردرا می

 

 وارهطرح

توانند به شوند، میاز اینکه ساخته میاعمال و فرایندها و اشیا پس 

های گوناگون در هم تنیده شوند. مثلاً دو یا چند فرآیند ممکن روش

های دیگر به هم است توسط اتصال به یکدیگر از طریق ترکیب یا شیوه

ای از فرآیندها و اشیاء در نوع دیگر مجموعه عبارت مربوط شوند. به

. [8] شونددهی میواره سازمانصورت یک طرحای بهساز یافته و ختسا

ها عمل ها بازتاب کرده و روی آنوارهتواند بر طرحاز طرفی شخص می

شود؛ واره به شیء جدیدی می شدن طرح کند که منجر به تبدیل

شوند، هم از فرایندها و هم از بنابراین اشیاء به دو صورت ساخته می

 .[14]ها وارهطرح

و APOS ی عملکرد سطوح نحوه 1 و همکاران در شکل (Arnon) آرنون

 اند.ارتباط آنها با یکدیگر ارائه کرده

 

 
 آموزان متوسطهبرای دانش APOS چرخه  :1 شکل

Fig. 1: APOS for postsecondary students 

 

ریاضیات متوسطه و بعد  ی دهد در حیطهطور که شکل نشان میهمان

شوند، اشیائ اولیه و اشیایی که از خلاصه شدن فرایندها ظاهر می آن،

معمولاً اتنزاعی هستند. اصطلاح انتزاعی یا مجرد به استفاده یک مفهوم 

 شودریاضی بدون هیچ گونه تمثیلی از جهان مادی و فیزیکی گفته می

[15] . 

اشیاء و ها، فرآیندها و ای از عملواره یادگیرنده مجموعهدر سطح طرح

تواند در ارتباط با مفهوم تابع به هم مرتبط ها دارد که میوارهدیگر طرح

واره تابع عقب تواند میان سطوح عمل و فرآیند و شیء و طرحکند. او می

و جلو برود. برای یادگیری مفاهیم دیگر از جمله حد و مشتق، یادگیرنده 

 .[2] ه باشدواره مناسبی از مفهوم تابع داشتباید بتواند طرح

 واره بسیار مشابه با ایده تصوّر مفهومی است که تال و وینرایده طرح

(Vinner)  در ریاضی بیان کردند. به « تصوّر مفهوم، تعریف مفهوم»در

ها تصوّر مفهومی یعنی اطلاعاتی که مفهوم را برای فرد عقیده آن
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اطلاعات های کلامی یا کند، نظیر نمودارها، نمادها و نمایشمشخص می

عددی و یک مجموعه از خواص وابسته به این مفهوم. تصورّ مفهوم طی 

گیرد و در مواجهه شخص با ها، از طریق انواع تجارب شکل میسال

 شود. این ایده در مقابلتر میکند و کاملهای جدید تغییر میمحرک

تعریف مفهوم قرار دارد که برای مشخص کردن مفهوم مورد استفاده قرار 

  .[16] گیردیم

پس از معرفی این نظریه و اجزای آن، تأکید این نکته ضرورت دارد که 

گذاران این نظریه، گرچه تجزیه تکوینی از مفاهیم نظری به نظر بنیان

منظور درک مفهوم سازی از ساختارهای ذهنی که شخص بهدر مدل

سازد مؤثر است، اما هیچ راه پیشنهادی برای توصیف دقیق می

تنها این نظریه شود وجود ندارد، یعنی نهارهایی که عملاً ساخته میساخت

گذرند را ها هم قادر نیستند آنچه واقعاً در ذهن افراد میکه سایر نظریه

 آشکار کنند.

 

 پیشینه تحقیق
های اخیر روی پیشینه این تحقیق بر تحقیقاتی متمرکز است که در سال

 انجام شده است. APOSمفاهیم مختلف در چارچوب نظریه 

و  (Martinez) ی موردی که روی چهار دانشجوی توسط مارتینزمطالعه

به APOS انجام شد نشان داد که استفاده از نظریه  (Parraguez) پاراگوئز

برای عنوان چارچوب تحقیق، سبب ایجاد وتولید فعالیتهای مورد نیاز 

بدست  شود. چون اطلاعاتآموزش مستمر در ریاضیات دانشگاهی می

دهد فرایندهای ذهنی آمده بر پایه شواهدی است که نشان می

 .[17] آموزان قابل پیش بینی و کنترل استدانش

در  (Thomas) ، دوبینسکی و تامس(Devries) ، دوریس(Brown) براون

با بررسی یادگیری دانشجویان دو  APOS تحلیلی بر مبنای چارچوب

کلاس جبر )یکی با برنامه سنتی و دیگری با برنامه آزمایشی( سعی 

 زیر»و « عمل دوتایی گروه» کردند توضیح دهند یادگیری مفاهیم 

دهد. در درس آزمایشی، از رایانه هم استفاده شد چگونه رخ می« گروه

 مفاهیمی که هنوز در کلاس بهگیرندگان در آزمایشگاه رایانه، با  و یاد

ای آشنا های رایانهطور رسمی تعریف نشده بود، با نوشتن برنامه

گیری مفهوم عمل  شدند. تحلیل اولیه براون و همکارانش دربارۀ شکلمی

 دوتایی چنین بود:

کند، باید گیرنده عمل دوتایی را در سطح عمل درک می وقتی یاد

مانه( موجود باشد. منظور از عمل دستوری صریح )مانند جمع به پی

دوتایی عام، عمل دوتایی است که روی گروهی نامشخص وجود دارد و 

دستوری برای آن داده نشده است. اگر یادگیرنده بتواند در مورد عمل 

شود، فکر کند، عمل دوتایی عامی که بر دو شیء )عضو گروه( اعمال می

یادگیرنده بتواند بین چند دوتایی را در سطح فرآیند شناخته است. اگر 

عمل دوتایی مختلف تمایز قائل شود و چند عمل دوتایی را روی یک 

شیء دریافته است. وقتی  مجموعه در نظر بگیرد عمل دوتایی را در سطح

اش وارهتواند با انگیختن طرحواره عمل دوتایی دارد، مییادگیرنده طرح

ف بهره بگیرد. بدین ترتیب، از فرآیند و شیءِ عمل دوتایی در مسائل مختل

با درک عمل دوتایی در سطح فرآیند، یادگیرنده آگاه است که باید هم 

به دامنه عمل دوتایی توجه کند و هم به خود عمل. وقتی یادگیرنده 

فهمد، قادر است به فرآیند بازگردد تا عمل دوتایی را در سطح شیء می

واره کند. با انگیختن طرح عملیات لازم را )مثلاً در بررسی ویژگی( اجرا

کند که در آن فقط عمل دوتایی یادگیرنده محیطی )ذهنی( فراهم می

تواند کند، کار کند، اما میبا عمل دوتایی خاصی که مسئله ایجاب می

های )اعمال دوتایی( دیگر توجه کند. گویی در زمان مقتضی، به محیط

شود. دوتایی اعمال میواره عمل این تغییر توجه، عملی است که بر طرح

وارۀ عمل دوتایی ملموس بنابراین این امر زمانی ممکن است که طرح

 شده باشد.

نتایج این تحقیق نشان داد که دانشجویانی که در درس آزمایشی شرکت 

شده برآمدند.  کرده بودند، در حد خوبی از پس یادگیری مطالب ارائه

گروه  دوتایی، گروه و زیر ها در درک مفاهیم عملسوم آن کم یک دست

کاملاً موفق بودند و بقیه هم پیشرفت چشمگیری داشتند. نتیجه این 

گروه این است  تحقیق در مورد آموزش مباحث عمل دوتایی، گروه و زیر

که روش آموزشی که به کار گرفته شده، در یادگیری دانشجویان اثر 

موجه است.  مناسبی داشته است و ادامه دادن رویکرد کلی این روش

 های زیرواره گیرندگان بهتر بتوانند طرح البته لازم است برای اینکه یاد

گروه را هماهنگ کنند، در روش تغییراتی صورت بگیرد.  مجموعه و زیر

گیرندگان در بعضی موارد کافی باشد  های قبلی یادوارهممکن است طرح

 .[18] ناکافی باشد و در موارد دیگر همچون مفهوم مرکز گروه

نیز سه تحقیق روی مفاهیم حد و مشتق و انتگرال  (Maharaj) ماهاراج

. او در تحقیقی روی مفهوم [19-21] انجام داده است APOSدر چارچوب 

دانشجو در آفریقای جنوبی نشان داد که حد، مفهومی  868 حد تابع بین

شوند و این آموزان در فهم و بیان آن دچار مشکل میاست که دانش

مشکل احتمالاً به خاطر این است که آنان ساختار مناسبی در سطح 

واره ندارند. ماهاراج ساختارهای ذهنی لازم عمل، فرآیند و شیء و طرح

 صورت زیر شرح داده است:برای درک مفهوم حد را به

ای که در سطح عمل است برای محاسبه حد توابع زمانی کهیادگیرنده

x a  فقط قادر است مقادیر نزدیک بهa  را در( )f x  جایگزین

فرایند یادگیرنده قادر  کند و مقادیر نظیر آن را به دست آورد. در سطح

limاست برای محاسبه  ( )
x a

f x


یک فرآیند ذهنی از حد تابع برای  

شود بسازد و با توجه به مقدارهای نزدیک می aکه به  xمقادیری از 

ورودی و تغییرات آن مقادیر خروجی را تولید کند. مثلاً به دست آوردن 

گیرد. در ای در نقاط مرزی در این سطح قرار میحد توابع چند ضابطه

ئلی برخورد کند که نیازمند سطح شیء ممکن است یادگیرنده با مسا

کارگیری اعمال یا فرآیندهای گوناگون باشد از جمله محاسبه حدهایی به

همچون 
2

2
lim

2x

x

x






یا  
0

1
lim

sinx x


. همچنین یادگیرنده عملاً 

ها قادر به تواند با توجه به درونی شدن فرآیندها و خلاصه شدن آنمی

رسمی )درک تعریف  .واره یادگیرنده قادر در سطح طرح ( باشد

صورت منسجم و یکپارچه ها و فرآیندها و اشیاء را بهاست عمل
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صورت ختلف از جمله بههای مدهی کند و حد توابع در بازنماییسازمان

ل جبری و نموداری محاسبه کند. یا مثلاً برای محاسبه حد تابع ابتدا شک

آن را رسم کند و سپس حد آن را با توجه به تغییرات نمودار به دست 

آورد. برای درک مفاهیم دیگر از جمله مشتق و انتگرال یادگیرنده باید 

واره را به شکل شیء وارۀ مناسبی از حد تشکیل دهد و این طرحطرح

 برای درک مفاهیم دیگر ملموس کند.

سختی درک که دانشجویان حد را بههای مطالعه ماهاراج نشان داد یافته

ها کنند و تأکید کرد که این احتمالاً پیامد این است که بسیاری از آنمی

 .[19] واره ندارندء و طرحساختار ذهنی مناسبی در سطح فرآیند و شی

دانشجو در آفریقای  857 روی 2013 در تحقیقی که ماهاراج در سال

مشتق انجام داد، نشان داد که شیء ها از مفهوم جنوبی در مورد درک آن

های درصد دانشجویان تشکیل شده است. یافته 30 مشتق در ذهن حدود

او در این تحقیق مشخص کرد که برای کمک به دانشجویان در توسعه 

ریزی مناسبی واره زمان و برنامهساختارهای ذهنی در سطح شیء و طرح

یم نباید محدود به نیاز است و این بدان معنی است که آموزش مفاه

بازنمایی کلامی و جبری باشد. اگر آموزش همراه با رویکردهای گرافیکی 

باشد رشد و توسعه ساختارهای ذهنی از فرایند به شیء را تسهیل 

 .[20] کندمی

که روی مفهوم انتگرال انجام شد،  2014 تحقیق دیگر ماهاراج در سال

برای اجرای بهتر روند  آموز متمرکز بود کهبر توصیف پاسخ دو دانش

های این تحقیق نشان تحقیق از تکنیک مصاحبه نیز استفاده شد. یافته

آموزان همواره ناشی از نداشتن داد که اشتباهات ایجاد شده توسط دانش

های مختلف واره مناسب برای تمایز قائل شدن بین انواع انتگرالیک طرح

 .[21] است

 

 روش تحقیق

یابی انجام گرفته است و توصیفی از نوع زمینهاین پژوهش به روش 

آموزان دختر سال سوم متوسطه شهرستان جامعه آماری آن، کلیه دانش

های ریاضی در رشته 1393-94 باشند که در سال تحصیلیقرچک می

نفر  518 اند. فراوانی جامعه مورد نظرو تجربی مشغول به تحصیل بوده

نفر  91 اند کهطور تصادفی انتخاب شدهها بهنفر از آن 234 باشد کهمی

نامه تحقیق باشند. پرسشنفر رشته تجربی می 143 رشته ریاضی و

که مبحث حد در کتاب حسابان و ریاضیات  1393 حاضر، در اسفند سال

 آموزان اجرا شد.سوم تجربی به پایان رسیده بود، در بین دانش

 

 هاابزار گردآوری داده

نامه استفاده شد که ها از ابزار پرسشآوری دادهدر این پژوهش برای گرد

طراحی آن توسط مؤلفان مقاله انجام گرفت. روایی صوری و محتوایی 

نامه توسط تعدادی از اساتید ریاضی و آموزش ریاضی تأیید پرسش

 نامه، ضریب آلفای کرونباخ پرسشSPSSافزار گردید و با استفاده از نرم

دار وضعیت مناسبی را در مورد پایایی آن به دست آمد که این مق 82/0

نامه شامل شش سؤال تشریحی است و به هر دهد. این پرسشنشان می

نمره اختصاص  6 الی 0 های سؤال بارمیک از سؤالات بر اساس قسمت

آموزان بر اساس نمراتی که داده شده است. سنجش میزان درک دانش

اند از آزمون دریافت کرده و همچنین نوع پاسخی که به سؤالات داده

آموزان از ارزیابی شده است. همچنین برای بررسی میزان درک دانش

مفهوم حد جدولی بر اساس تحقیقات قبلی روی مفهوم تابع و حد بر 

آموزان را بر این های دانشتشکیل داده و پاسخ APOSسطوح  اساس

 اساس سنجیده شد.

 
طبقه بندی مفاهیم تابع و حد بر اساس تحقیقات دوبینسکی، مکدونالد، وییر  :1 جدول

 و ماهاراج
Table 1: Classification of the concept of function and limit based on Dobinsky, 

Mcdonald, Weyer and Maharaj. 

Concept Level Describe understanding of concept 

Function 

Action 
Find values of function if their criteria are specific 
(single criteria) draw a simple linear function, 
detection of the function from a regulare couple. 

Process 

Find values of function in multi  criteria function, 
draw second-degree, function using transfer, detect 
function from diagram, draw multi criteria function 
in completely for example drawing one or more 
parts of the function correctly.  

Object 

Detecting the function statement from its graph, 
draw multi criteria function in correctly, domain and 
range detection functions, understanding the formal 
definition of function. 

Schema 

Apply between function such as fertility and so on, 
moving between the various representation of the 
function and their abilities to transform and each 
other. 

Limit 

Action 
Calculation of the limit of the function obtained by 
combing values to the point where it is requested 
and calculate the limit through the function. 

Process 

Find the limit of multi criteria function at border 
points, find function, limit at the point if it is not 
defined at the same point, find the function limit on 
the chart, calculate the left and right of function, for 
the two criterion function, detect the existence of 
limit through for the left and right side of function.  

Object 
Detecting the existence of a limit in both 
representations of drawing a shape and a statement 
simultaneously. 

Schema 
Calculating infinity limit or limit in infinity, detection 
of function continuity and investigation of the cause 
of continuity. 

 
 هاوتحلیل دادهتجزیه

 تحلیل سؤال اول

در این سؤال سه مفهوم تابع و حد و پیوستگی مورد سنجش قرار 

گیرد که هر کدام در یکی از سطوح عمل یا فرایند یا شیء قرار می

های بر اساس درصد پاسخ 1 سؤالو تحلیل گیرند. نتایج تجزیه می

به ترتیب ارائه شده  4 و 3 و 2 در سه جدول شماره آموزانصحیح دانش

 است.
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 به درصد APOSبر اساس  Aقسمت  1 نتایج سوال :2 جدول
Table 2: Result of question 1 part A based on APOS and percentage 

Part of question (2)f (2)g (2)h 

Concept Function Function Function 

Intelligibility major Action Process Process 

athof M rd3 98.9 43.95 79.12 

cienceof S rd3 90.9 11.18 68.53 

Total 90.01 23.93 72.64 

 

 به درصد APOSبر اساس  Bقسمت  1 نتایج سوال :3 جدول
Table 3: Result of question 1 part B based on APOS and percentage 

Part of question 
2lim ( )x f x

 
2lim ( )x g x

 
2lim ( )x h x

 

Concept Limit Limit Limit 

Intelligibility major Action Process Process 

of Math rd3 93.40 86.81 67. 03 

of Science rd3 83.39 81.81 55.24 

Total 87.60 83.76 59.82 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 به درصد APOSبر اساس  Cقسمت  1 نتایج سوال :4 جدول
Table 4: Result of question 1 part C based on APOS and percentage 

Part of question 
Distinguish 

continuity 

Express reason of 

continuity 

Intelligibility major Object level of 

limit concept 

Object level of limit 

concept to level 

schema 

of Math rd3 54.94 47.25 

of Science rd3 22.37 19.58 

Total 35.04 30.34 

 
های مختلف این سؤال به قسمتآموزان در پاسخگویی عملکرد دانش

های مربوط به آموزان در پاسخ به قسمتدهد که ضعف دانشنشان می

است. دامنه و برد  ها از مفهوم تابعحد، بیشتر مرتبط با درک ناقص آن

 برانگیز است. دانش آموزان توابع چند توابع نیز برای دانش آموزان چالش 

ها و طبیعی است که در کار با آنشناسند و درستی نمی ای را بهضابطه

ها مشکل داشته باشند. همچنین از نظر برخی دانش محاسبه حد آن

آموزان حد تابع در یک نقطه و مقدار تابع در آن نقطه تفاوتی ندارند. 

ارائه  5 آموزان به سؤال اول در جدولهای دانشهایی از پاسخنمونه

 گردیده است.
 

 2 تحلیل سؤال
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 توابع زیر را در نظر گرفته و به سؤالات آن پاسخ دهید.- 1

( ) 2 1f x x  و ( ) 2 1 , 2g x x x     و
2 2

( )
3 2

x x
h x

x

  
 

 
  

A(2)دست آورید. در صورت وجود به ( مقادیر روبرو راg  (2)f  (2)h   

B.حدهای زیر را محاسبه کنید )
2

lim ( )
x

g x


 
2

lim ( )
x

h x


 
2

lim ( )
x

f x


  

C 2( کدام تابع درx  دلیل خود را توضیح دهید. پیوسته است؟ 

2- A )نمودار زیر مربوط به کدام ضابطه داده شده است؟ 

   

  

Bحد دارد؟ دلیل خود را توضیح دهید. شده در ( آیا تابع داده 
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های صحیح در بر اساس درصد پاسخ 2 وتحلیل سؤالجدول تجزیه

طور که نتایج در جدول ارائه شده است.همان 7 و 6 های شمارهجدول

آموزان در پاسخگویی به این سؤال دهد، بیشترین ضعف دانشنشان می

آموزان بدون در نظر مربوط به تشخیص ضابطه تابع است. برخی دانش

اند به قسمت نمودار توانسته گرفتن ضابطه تابع مورد نظر و با تکیه بر

 دوم سؤال پاسخ صحیح دهند. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 به درصد APOSبر اساس  Aقسمت  2 نتایج سوال :6 جدول
Table 6: Result of question 2 part A based on APOS and percentage 

Concept Function Function 

Intelligibility major Object Lower than object 

of Math rd3 81.31 18.69 

of Science rd3 56.64 43.36 

Total 66.23 33.77 

 

 1پاسخهای دانش آموزان به سوال  هایی ازنمونه :5جدول 
Table 5: Some examples of students’ responses to question 1 

Quastion1 Part Example Answers Level 

A 

Calculate 

(2)f 

Farzaneh (2) 5f  Action level of function concept 

Fatemeh (2) 4f  Lower than Action level of function concept   

Calculate 

(2)g 

Maryam non Action level of function concept 

Mina (2) 5g  Lower than Action level of function concept   

Calculate 

(2)h 

Somayeh (2) 3h  process level of function concept 

Mahdiyeh (2) 4h  Lower than process level of function concept 

B 

Calculate 

2lim ( )x f x
 

 

Fatemeh 
2

lim ( ) 5
x

f x


 
Action level of limit concept 

Somayeh 
2

lim ( ) 4
x

f x


 Lower than Action level of limit concept   

Calculate 
 

2lim ( )x g x
 

 

Tahereh 
2

lim ( ) 5
x

g x


 process level of limit concept 

Akram 
Non 

2
lim ( )
x

g x


 
Lower than process level of limit concept 

Fatemeh 
2

lim ( ) 4
x

g x


 Lower than process level of limit concept 

Calculate 
 

2lim ( )x h x
 

 

Maryam 
2

lim ( ) 4
x

h x


 process level of limit concept 

Mahsa 
2

lim ( ) 3
x

h x


 Lower than process level of limit concept 

Mina 
2

lim ( ) 5
x

h x


 Lower than process level of limit concept 

C 
Distinguish Continuity 

and Express reason 

Farzaneh 
( )f xbecause it has been defined in all  

parts. 

 Level object of limit concept. Distinguish the 
function correctly but not enough reason. 

Haniyeh 
because the function amount is ( )g x 

equal with it limitation  

Lower than process level of limit concept. Cause 

was calculated   
2lim ( )x g x

or  (2)gmaybe

wrongly. 

Mina 

( )f xbecause it is the only function 

which the amount of it equal with its limit 
and has the continuity condition. 

Updatable Object level to Schema level of limit 
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گرچه دید شهودی و نمودار تابع به محاسبه حد کمک کرده است اما 

 ارتباط بین ضابطه و نمودار تابع حاصل نشده است.

ارائه  8 در جدول شماره 2 آموزان به سؤالهای دانشهایی از پاسخنمونه

 شده است.

 
 

 

 

 

 3 تحلیل سوال
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 به درصد APOSبر اساس  Bقسمت  2 نتایج سوال :7 جدول
Table 7: Result of question 2 part B based on APOS and percentage 

Type of people 
answer 

t  ,dnThose who coul
distinguish the function 

but they could 
calculate the limitation 

Those who 
could gave a 
good reason 

for part B 

Those who 
could gave a 
good reason 

for all 3 parts. 

Concept Limit Limit Limit 

Intelligibility 

major 
Action to updatable to 

process 
Process Process to 

updatable to 
object 

athof M rd3 5.49 72.52 67.03 

cienceof S rd3 11.88 51.74 39.86 

Total 9.40 59.82 50.42 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -3
2 2

( ) 2 2

3 2

x x

f x x

x x

    


   
   

  را در نظر بگیرید و به سؤالات پاسخ دهید. 

 الف( مقادیر روبرو را محاسبه کنید.
2

lim ( )
x

f x


 
2

lim ( )
x

f x


  ب( آیا تابع( )f x  2درx  حد دارد؟ چرا؟ 

2xد( آیا تابع در  ج( شکل تابع را در دستگاه محورهای مختصات رسم کنید.  پیوسته است؟ چرا؟ 

 2پاسخهای دانش آموزان به سوال  هایی ازنمونه :8جدول 
Table 8: Some examples of students’ responses to question 2 

Question2 Part Example Answers Levels 

A 
Distinguish  

the function 
of the graph 

Maryam ( )g x Object  level of function concept 

Fatemeh ( )f x object  level of function concept Lower than 

Zeynab ( )h x object  level of function concept Lower than 

Raziyeh ( )k x object  level of function concept Lower than 

B 

Distinguish 
the limit and 

express 
reason 

Maryam 

No because 
2

0
lim ( ) (0 1) 1
x

g x


   

0
lim ( ) 2 0 2 2
x

g x


    

t have  'So the limit are not equal function doesn
limit 

Updatable level of process to level of object 

Fatemeh 

0
lim ( ) 2 0 2 2
x

f x


    No because 

2

0
lim ( ) (0 1) 1
x

f x


   

 t  limit'So it doesn 

Updatable level of action to level of process 

Nasrin 

  ( )g xbecause the left and right limit of the 

t have 'function plot are not equal so it doesn
limit 

Updatable level of process to level of object 
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باشد، چون نموداری از تابع در دست نمی 3 برای حل قسمت اول سؤال

های الگوریتمی استناد آموز برای حل این قسمت احتمالاً به روشدانش

طور صحیح محاسبه کند، در کند و اگر بتواند حد چپ و راست را بهمی

گیرد. خلاصه نتایج بررسی سطح فرآیند از مفهوم حد تابع قرار می

 های صحیح در جدولبر اساس درصد پاسخ 3 های مختلف سؤالقسمت

آموزانی که به گوییم دانشارائه شده است.از این لحاظ می 12 تا 9

اند در سطح شیء از مفهوم حد قرار دارند قسمت د پاسخ صحیح داده

آمده در سمت الف و مقدار تابع دستدسته از افراد یا دو شیء بهکه این 

نمودار به و یا از روی رسم اند رسیدهرا مقایسه کرده و به نتیجه صحیح 

اند که در هر دو صورت فرد در پیوستگی تابع در این نقطه پی برده عدم

های تمامی قسمتاما اگر به  سطح شیء از مفهوم حد قرار خواهد گرفت.

پاسخ صحیح داده باشد، درک و فهم او از سطح شیء گذشته و  3 سؤال

طح عمل از مفهوم پیوستگی رسیده واره از مفهوم حد و سبه سطح طرح

آموزان به این سطح است که البته با توجه به نتایج درصد کمی از دانش

در  3 آموزان به سؤالهای دانشهایی از پاسخاند. در ادامه نمونهرسیده

 ارائه گردیده است.  13 جدول
 

 به درصد APOSبر اساس  Aقسمت  3 نتایج سوال :9 جدول
Table 9: Result of question 3 part A based on APOS and percentage 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 به درصد APOSبر اساس  Bقسمت  3 نتایج سوال :10 جدول
Table 10: Result of question 3 part B based on APOS and percentage 

Intelligibility major 

Process 

Updatable level of Process 

to level of object 

athof M rd3 72.52 68.13 

cienceof S rd3 67.13 52.44 

Total 69.23 61.11 

 

 

 به درصد APOSبر اساس  Cقسمت  3 نتایج سوال :11 جدول
Table 11: Result of question 3 part C based on APOS and percentage 

Type of 

answer 

Those who 

just draw a 

correct plot 

right limit 

Those who 

just draw a 

correct plot 

left limit 

Those who 

just draw a 

correct plot 

for 

Those who 

just draw all 

parts of 

function 

Concept Function Function Function Function 

Intelligibility 

major 
Process Process Process Object 

of Math rd3 56.04 51.64 52.74 38.46 

of  rd3

Science 
20.27 18.88 16.08 13.98 

Total 34.18 31.62 30.34 23.5 

 

 به درصد APOSبر اساس  Dقسمت  3 نتایج سوال :12 جدول
Table 12: Result of question 3 part D based on APOS and percentage 

Type of answer 
Those who 

replied part D 

correctly 

Those who replied parts  

correctly all 

Concept Limit Limit and continuity 

Intelligibility major Object Schema and action of 

continuity 

of Math rd3 60.53 29.67 

of Science rd3 59.44 8.39 

Total 59.82 16.66 

 

 4 تحلیل سوال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Type of answer 

Those 

who 

calculate 

left limit 

correctly 

Those who 

calculate right 

limit correctly 

Those who 

calculate both 

part of  limit 

Concept Limit Limit Limit 

Intelligibility major Action Action Process 

athof M rd3 81.31 86.81 81.31 

cienceof S rd3 75.52 81.11 58.04 

Total 77.7 83.3 67.09 

تابع  -4
2 9

( )
3

x
f x

x





 را در نظر بگیرید و به سؤالات زیر پاسخ دهید. 

A )(3)f       B) 
3

lim ( )
x

f x


     C 3( آیا حد تابع در نقطهx  وجود دارد؟ چرا؟ 
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ارائه شده  14 در جدول 4 آموزان به سؤالهای دانشنتایج بررسی پاسخ

 است.

و  f(3)آموز تناقضی بین مقادیر، چون دانشCدر قسمت 
3

lim ( )
x

f x


 

3xبیند، ممکن است تصور کند که تابع در می   حد ندارد که در این

در همان سطح عمل قرار دارد، ولی اگر  حدصورت فهم او از مفهوم 

بتواند بین مقادیر 
3

lim ( )
x

f x


ها را تمایز قائل شود و تفاوت آن f(3)و  

 توان گفت فهم او به سطح شیء ارتقاء پیدا کرده است. درک کند، می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اختلاف ارائه شده است.  15 در جدول 4 سؤال Cنتایج بررسی قسمت 

اند و افرادی را درست حل کرده Bدرصدی که بین افرادی که قسمت 

اند وجود دارد به این خاطر است که را درست حل کرده Cکه قسمت

اند، دست آورده صورت روتین بهدرصد از افراد که حد تابع را به 50 حدود

هنوز درک خوبی از مفهوم حد نداشته و احتمالاً در این زمینه 

توانند بین حد تابع و مقدار تابع تمایز هایی نیز دارند و هنوز نمیبدفهمی

 در جدول 4 آموزان به سؤالهای دانشهایی از پاسخقائل شوند. نمونه

 ارائه شده است. 16
 

 3 پاسخهای دانش آموزان به سوال هایی ازنمونه :13 جدول

Table 13: Some examples of students’ responses to question 3 

Question 3 Part Example Answers Levels 

A Calculate 

2
lim ( )
x

f x


 

 و

2
lim ( )
x

f x


 

Maryam 
2

lim ( ) 0
x

f x


  

2
lim ( ) 1
x

f x


   

Process of limit 

Fatemeh 
2

lim ( ) 2 2 0
x

f x


 


     

2
lim ( ) 2 3 1
x

f x


 


     

Process of limit lower than 

B Distinguish the limit and 
Express reason 

Haniyeh No because function is not calculated in number 2 Process of limit lower than 

Farzaneh No because left and right limit are not equal Level process of limit update to 
object limit 

C Draw graph Zahra 

 

Object of function lower than 

 
Mahsa 

 
 

Lower than level of function object 
update to level object function 

Mina 

 

Object of function level 

D Distinguish the continuity and 
express reason 

Zahra It doesn't have continuity because the left and right 
limit of function are not equal 

Lower than level of limit object 
update to level schema limit 

Mahsa No, it is continuity function when the graph is two 
separate lines. 

 

Object of limit lower than 
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 5 تحلیل سوال

 

 

 

 

 

 به درصد APOSبر اساس  A,Bقسمت  4 نتایج سوال :14 جدول
Table 14: Result of question 4 parts A and B based on APOS and percentage 

Part of question (3)f Calculate 
alculateC

3
lim ( )
x

f x


 

Concept Function Limit 

Intelligibility major Action Action 

athof M rd3 9.89 82.41 
cienceof S rd3 2.79 75.52 

Total 5.55 78.20 

 

 به درصد APOSبر اساس  Cقسمت  4 نتایج سوال :15 جدول
Table 15: Result of question 4 part C based on APOS and percentage 

Concept Limit 

Intelligibility major Object 

athof M rd3 31.86 
cienceof S rd3 32.16 

Total 32.05 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
آموز را در سطح شیء از مفهوم تابع قرار حل صحیح قسمت الف دانش

2دهد. چون رسم می 2y x   0برایx   به مفهوم جابجایی شیء
2y x  به اندازۀ دو واحد به سمت بالای محورxو رسم  ها

2 2y x    به مفهوم جابجایی شیءy x باشد. می
اند در سطح آموزانی که فقط یک قسمت را صحیح رسم کردهدانش

 17 قسمت الف در جدول فرایند از مفهوم تابع قرار خواهند گرفت. نتایج
  ارائه گردیده است.

آموز برای محاسبه حد از ضابطة تابع استفاده ، اگر دانشبدر قسمت 
گیرد، چون هم حد چپ و در سطح فرآیند از مفهوم حد قرار می کند،

 محاسبه است. هم حد راست از روی ضابطه قابل
باشد، سطح  آموز هم به الف و هم به ب پاسخ صحیح دادهحال اگر دانش

او از فرایند به سطح شیء قابل ارتقاء است چون از ارتباط بین شکل تابع 
 بیند.و حد تابع در یک نقطه کاملاً آگاه است و در آن تناقضی نمی

ارائه شده  19 در جدول 5 آموزان به سؤالهای دانشهایی از پاسخنمونه
 است.

 6 تحلیل سوال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  -5
2 2 0

( )
2 2 0

x x
f x

x x

   
 

   
 را در نظر بگیرید. 

)ب( حد تابع  الف( نمودار تابع را رسم کنید. )f x 0را درx   .بیابید 

)دو تابع  -6 )f x  و( )g x صورت زیر در نظر بگیرید و به سؤالات پاسخ دهید.را به 

 اند()ضابطه تابع اول و نمودار تابع دوم ارائه شده
2 2 1

( )
0 1

x x x
f x

x

   
 

 

)و                                                     )g x  

الف( 
1

lim ( )
x

f x


 و
1

lim ( )
x

g x


  

f(1) ب(  (1)وg   
             1 مقادیر توابع در نقطه -1        4ها در نقطه مقدار حد آن -        3 برد -        2 دامنه -   1 های زیر با هم مقایسه کنید:ج( این دو تابع را از دیدگاه

 ( نمودار      5
 گیرید؟ای مید( از مقایسه این دو تابع چه نتیجه 

 4 پاسخهای دانش آموزان به سوال هایی ازنمونه :16 جدول
Table 16: Some examples of students’ responses to question 4 

Qustion4 part Example Answers Levels 

A Calculate 
(3)f 

 

Atiyeh Non (3)f  Action of function 

Nazanin (3) 0f  Lower than action of function 

Maryam 
 

0
(3)

0
f  

Lower than action of function 

B Calculate 

3
lim ( )
x

f x


 
Parnia 2 2

3

9 3 9 0
lim

3 3 3 0x

x

x

 
 

 3

( 3)( 3)
lim

3x

x x

x

 
 



 

3
lim( 3) 3 3 6
x

x


    

Object of limit 

Niyayesh 2

3

3 9 0
lim

3 3 0x 




3

( 3)( 3)
lim

3x

x x

x

 




3 9x   Lower than object of limit updatable  to object 
of limit 

C Distinguish the 
limit and express 

reason 

Fatemeh Yes, because the function is bounded in the 
neighborhood of 3. 

Object of limit 

Farzaneh No because it is ambiguous Lower than object of limit 

Fatima No because the amount of function and limit are 
not equal 

Lower than object of limit 

Mahsa Yes the limit is 6 because we have been able to 
resolve the ambiguity. 

Lower than object of limit updatable  to object 
of limit 
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 به درصد APOSبر اساس  Aقسمت  5 نتایج سوال :17 جدول
Table 17: Result of question 5 part A base on APOS and percentage 

Type of 

answer 

Those who just 

draw right part of 

limit 

Those who 

just draw left 

part of limit 

Those who draw 

the function 

completely 

Concept Function Function Function 

Intelligibility 

major 

Process Process Object 

of Math rd3 46.15 67.03 35.16 

of Science rd3 38.46 30.06 26.57 

Total 41.45 44.44 29.91 

 
 به درصد APOSبر اساس  Bقسمت  5 نتایج سوال :18 جدول

Table 18: Result of question 5 part B based on APOS and percentage 

Type of answer 
Those who gave 

answer to part B 

correctly 

Those who gave answer 

to question 5 

completely 

Concept Limit Limit 

Intelligibility major Process Process to  object 

athof M rd3 65.93 31.86 

cienceof S rd3 60.13 20.97 

Total 62.39 20.21 

 
حل صحیح قسمت الف در سطح فرآیند از مفهوم حد است. چون در هر 

)دو حالت  )f x  و( )g x  .نیاز به فهم بالاتر از سطح عمل دارد 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ارائه شده  20 در جدول 6 ها به قسمت الف سؤالنتایج بررسی پاسخ

 است.
 به درصد APOSبر اساس  Aقسمت  6 نتایج سوال :20 جدول

Table 20: Result of question 6 part A based on APOS and percentage 

Part 
1

lim ( )
x

f x


 
1

lim ( )
x

g x


 

Concept Limit Limit  

Intelligibility major Process Process 

of Math rd3 50.54 49.45 

of Science rd3 48.25 30.06 

Total 49.13 37.6 

 

ها حل صحیح قسمت ب در سطح عمل تابع قرار دارد. نتایج بررسی پاسخ

 ارائه شده است. 21 در جدول 6 به قسمت ب سؤال
 

 به درصد APOSبر اساس  Bقسمت  6 نتایج سوال :21 جدول
Table 21: Result of question 6 part B based on APOS and percentage 

Part (1)f (1)g 

Concept Function Function 

Intelligibility major Action Action 

of Math rd3 72.52 59.34 

of Science rd3 46.85 39.16 

Total 56.83 47.0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 5پاسخهای دانش آموزان به سوال  هایی ازنمونه:. 19جدول 
Table 19: Some examples of students’ responses to question 5 

Question5 Part Example Answers Levels 

A Draw graph Fatemeh 

 

Lower than object function 

Parvaneh 

 

Lower than object function(maybe in 
level Action) 

B Calculate limit of 
function in zero 

Fatemeh It  has only left limit 

0
lim ( ) 2
x

f x


 

Non  
0

lim ( )
x

f x


 

Process of limit 

Farzaneh It has limit because 

2

0
lim ( ) 0 2 2
x

f x


   

0
lim ( ) 2 0 2 2
x

f x


     

Level  process of limit update to  level 
object limit( if draw function correctly) 
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آموز با ج نیاز به تحلیل بیشتری دارد. در این قسمت دانش قسمت

سنجد. در قسمت شود که دانش او را میهای متفاوتی روبرو میقسمت

های یافتن دامنه تابع در روشآموز باید از ها دانشمقایسه دامنه

ای و گرافیکی آگاه باشد، های مختلف از جمله توابع دوضابطهحالت

همچنین در تعیین برد تابع نیز باید بتواند برد توابع ساده از این نوع را 

آموز بتواند ها را با هم مقایسه کند. اگر دانشتشخیص دهد و سپس آن

)دامنه و برد تابع )f x و( )g x  را صحیح به دست آورد در سطح شیء

منوط به صحیح  4 و 3 گیرد. پاسخ صحیح دادن به قسمتاز تابع قرار می

آموز باید بتواند دانش 5 باشد. در قسمتپاسخ دادن قسمت الف و ب می

)نمودار تابع  )f x به درک او از مفهوم تابع و  را رسم کند که وابسته

در  6 ها به قسمت ج سؤالباشد. نتایج بررسی پاسخرسم نمودار آن می

  ارائه شده است. 22 جدول

 
 به درصد APOSبر اساس  Cقسمت  6 نتایج سوال :22 جدول

Table 22: Result of question 6 part C based on APOS and percentage 

Part 

 omaindFind 

 and ( )f x

ompare c ( )g x
of it 

 angerFind 

 and ( )f x

ompare c ( )g x

of it 

 ( )f xrawD

and compare 
of it 

Concept Function Function Function 

Intelligibility 

major 
Object Object Object 

athof M rd3 34.06 30.76 37.36 

of  rd3
Science 

20.27 7.69 9.09 

Total 25.64 16.6 20.08 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ها را آموزان خواسته شده است که نتیجه مقایسهدر قسمت د از دانش

که آموز دریابد بیان کنند. هدف این قسمت از سؤال این است که دانش

های متفاوتی ظاهر شود ولی این تفاوت تواند با بازنمایییک تابع می

باشد. در سایر موارد دو تابع تفاوتی بازنمایی فقط در همان ظاهر تابع می

گیری صحیح در این قسمت که وابسته به پاسخ با هم ندارند. نتیجه

واره تابع و حد آموز را در سطح طرحصحیح به قسمت قبل است دانش

 23 در جدول 6 ها به قسمت د سؤالدهد. نتایج بررسی پاسخقرار می

 ارائه شده است.
 

 به درصد APOSبر اساس  Dقسمت  6 نتایج سوال :23 جدول
Table 23: Result of question 6 part D based on APOS and percentage 

Type of people 

answer 

Those who answered 

part D correctly 
Those who answered 

question6 correctly 

Concept Limit and function Limit and function 

Intelligibility major Object Schema 

athof M rd3 41.75 13.18 

cienceof S rd3 15.38 2.79 

Total 25.64 6.83 

 
 پاسخ به سؤالات تحقیق

آموزان سال سوم متوسطه از مفهوم حد در پرسش اول: درک دانش
 چگونه است؟ APOSمبنای چارچوب 

آموزان و تحلیل نتایج این تحقیق مشخص شد که اکثر دانشدر تجزیه 

ها قادر به حد را در سطح عمل یا فرایند درک کرده و تعداد کمی از آن

ارائه  24 جدول صورت کلی درتشکیل شیء حد هستند. این نتایج به

 شده است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 APOSتجزیه و تحلیل نتایج سوالات بر مبنای  :24 جدول
Table 24: Decomposition of the results of the questions based on APOS 

 
Action 

Level action 

updatable to level 

process 
Process 

Level process 

updatable to level 

object 
Object 

Level process 

updatable to level 

Schema 
Schema 

1 B 85 - 59.82 - - - - 

C - - - - 35.04 30.34 - 

2 B - 9.40 59.82 50.42 - - - 

3 A 80 67.09 - - - - - 

B - - 69.23 61.11 - - - 

D - - - - 59.82 - 16.6 

4 B 78.20 - - - - - - 

C - - - - 32.05 - - 

5 B - - 62.39 20.21 - - - 

6 A - - 45 - - - - 

D - - - - 25.64 - 6.83 

Mean  80.06 38.24 59.25 37.91 38.13 30.34 11.71 
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 در این تحقیق کننده شرکتدهد که اکثر افراد نشان مینتایج در جدول 

اند در پاسخ به و توانسته کرده، مفهوم حد را در قالب عمل درک 06/80

عملکرد  ،انددسترسی به روش روتین داشته هاآنسؤالاتی که برای حل 

که باعث درونی شدن عمل  هاعملخوبی داشته باشند. اما بازتاب روی 

 25/59 سازد از این درصد، در فقطشده و آن را به فرایند تبدیل می

وانایی این دسته از افراد اتفاق افتاده است که این اتفاق به علت تدرصد 

ای و محاسبة حدهای چپ و راست است. ضابطه توابع دو کاری دستدر 

اند به سطح فرایند ارتقاء افرادی که در همان سطح عمل مانده و نتوانسته

توانند مقدار حد کنند میپیدا کنند، افرادی هستند که هنوز تصور می

د و هرگاه به توابع دیگری آورن به دسترا با جایگزینی عدد در تابع 

توانند از این روش استفاده کنند، از پاسخ دادن کنند که نمیبرخورد می

 شوند.به آن سؤال ناتوان می

افتد که توانایی تشکیل شیء مفهوم حد در افرادی اتفاق می

های مختلف مفهوم حد را داشته و در پذیری بین بازنماییانعطاف

مبهم باشد. گرچه محاسبة برخی از حدهای محاسبة حدهای مبهم توانا 

قالبی بوده ولی حل بسیاری از این حدها نیازمند  هایروشنیز دارای 

 13/38 درک شیء از مفهوم حد است که در نمونة ما شیء انگاری در

های گرافیکی از مفهوم درصد افراد رخ داده است. عدم توانایی در بررسی

آموزان رخ نداده و خی دانشحد باعث شده تشکیل شیء در ذهن بر

 درک درصدی از این افراد در همان سطح فرایند باقی بماند. 

و فرایندها و اشیاء ذهنی که منجر به تشکیل  هاعمل دهیسازماناما 

درک  حد جهت وارهطرحتشکیل  در اینجا)گردند می هاوارهطرح

درصد از افرادی که به سطح شیء  71/11 پیوستگی مد نظر است(، در

مستلزم  وارهطرحاتفاق افتاده است. درک مفهوم حد در سطح اند رسیده

های مختلف از حد و بررسی علل ها در زمینه بازنماییبسیاری از توانایی

آموزان باشد که در اقلیت دانشوجود حد و پیوستگی و غیره می

 کننده در تحقیق رخ داده است.شرکت

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

کننده سوم ریاضی و تجربی پرسش دوم: آیا بین درک دو گروه شرکت
 از مفهوم حد، تفاوت معناداری وجود دارد؟

کننده )سوم ریاضی و سوم تجربی( در این آزمون دو گروه مستقل شرکت

های این دو گروه را با هم مقایسه شد. وجود داشتند که برخی صفت

 است.  tن مقایسه آزمون آزمون مورد استفاده برای ای

از  آمدهدستبههای کنیم که آیا بر اساس دادهدر این قسمت آزمون می

های دو جامعه با هم برابر توان گفت که میانگیندو نمونه مستقل می

مورد آزمون  فرضاست یا خیر؟ در این آزمون برای تمام سؤالات 

زیر است که  صورتبه
1 میانگین گروه سوم ریاضی و  دهندۀنشان

2 

  میانگین گروه سوم تجربی است. دهندۀنشان

(1) 
 

 

که بیشتر از  tتوان گفت با توجه به مقداردر تفسیر این جدول نیز می

(0.05,232) 1.96t    و سطح معناداری، برای این تمامی سؤالات فرضیه

گردد. تأیید میبرابر نبودن میانگین دو کلاس صفر رد شده و فرضیه 

های آزمون در پاسخ به پرسش کنندهشرکتیعنی عملکرد دو گروه 

یکسان نیست و بین میانگین هر دو کلاس تفاوت معناداری مشاهده 

 شود.می

 

 گیرینتیجهبحث و 

آموزان سال سوم متوسطه رشته هدف این مطالعه بررسی درک دانش

نتایج این  بود. APOSتجربی و ریاضی از مفهوم حد بر اساس نظریه 

درک نکرده  خوبی بهآموزان مفهوم حد را تحقیق نشان داد که اکثر دانش

درک این مفهوم دارند. عملکرد ضعیف  درو مشکلات فراوانی 

به سؤالات آزمون مخصوصاً گروه سوم تجربی این آموزان در پاسخ دانش

مفهوم حد در  سازهای و ساختکند که مشخص می خوبی بهنکته را 

 بسیار ناقص است.  هاآنذهن اکثر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 1 2

1 1 2

:

:

H

H

 

 

 

 
 

 های مستقل برای همه سوالاتآزمون نمونه :25 جدول
Table 25: Independent samples test for all questions 

 equality of s test for 'Levene

variainces 

T-test of equlity of mean confidence interval 

 F Sing t df Sing(2-

tailed) 

Mean 

difference 

Std, error 

difference 

95% confidence interval 

of the difference 

Lower Upper 

Equal variances 

assumed 

11.022 0.001 5.438 232 0.000 3.23341 0.59460 2.06189 4.40492 

Equal variances 

assumed not 

- - 5.228 167.067 0.000 3.23341 0.61847 2.01238 4.45443 
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آموزان در پاسخ به سؤالات مفهومی حد نتوانستند نتایج خوبی این دانش

که نیاز به درک  ایرویهو را نمایان سازند ولی در پاسخ به سؤالات روتین 

 بازنماییآموزان در درک اند. اکثر دانشمفهومی ندارد خوب عمل کرده

 هاآنگرافیکی از حد مشکل دارند که این مشکل تأثیر فراوانی بر درک 

خواسته شده  هاآنکه هر جا از طوری هاز مفهوم حد گذاشته است ب

بع مقایسه تابعی را رسم کنند و سپس حد تابع در نقطه را با شکل تا

 APOS نظریهمبنای بر  دیگر عبارت به .اندداشتهی کنند، عملکرد ضعیف

آموزان در یادگیری مفهوم حد عمل یا فرایند است سطح یادگیری دانش

. آموزان تشکیل نشده استدر ذهن اکثر دانش "شیء"و حد در قالب 

هن حد در ذ هایوارهطرحآموزانی که قادر به تشکیل دانش در نهایت

 از جامعه مورد مطالعه هستند. شماریانگشتاند تعداد خود گشته
های یادگیری ریاضی که در مـورد ها و نظریهمانند سایر مدل APOSمدل 

یادگیرندگان وجود  گیـری و درک یک مفـهوم در ذهـننحـوۀ شـکل

مفاهیم در ذهن را توصیف  سازهای و ساختدارد، به نوعی قادر است 

کند. این نظریه با فرض اینکه ساختن دانش ریاضی با ساختن اعمال و 

برای  وارهطرحدر قالب  هاآن دهیسازمانفرآیندها و اشیاء ذهنی و 

گیرد، هر فرد را قانع شکل می مسائلو حل  هاموقعیتبودن  درکقابل

مناسب در سطح  ساز و ساختسازد برای ساختن دانش جدید یک می

 وارهطرح صورتبهشیء داشته باشد و برای درک و درونی شدن مفهوم 

 تازگی بهآموزانی که توان برای دانشمواجهه با مفهوم حد را می. فکر کند

ای جدید دانست. بنابراین کاملاً با مفهوم تابع آشنا شده است، تجربه

خشیدن به این طبیعی است که یادگیرنده برای تفسیر کردن و معنا ب

تابع  وارۀطرحموجود )که در اینجا  وارهطرحتجربه، بیش از هر چیز، از 

تابع  وارۀطرح، مفهوم حد را در دیگر عبارت بهاست( کمک بگیرد یا 

توان یکی از علل عدم رشد و توسعة مفهوم حد را جذب کند. پس می

 دیگر عبارت بهوارۀ تابع دانست. در ذهن یادگیرندگان، ناقص بودن طرح

کننده در این تحقیق نسبت به مفهوم  آموزان شرکتدرک اکثر دانش

تابع هنوز به سطح شیء نرسیده است؛ پس کاملاً طبیعی است که 

 باشد.ها که پیش نیاز درک مفهوم حد است، ناقص میوارۀ تابع آنطرح

 گردد، معلمیکی دیگر از علل توقف یادگیری به روش ارائه معلم برمی

آموزان بین اشیاء مفاهیم و فرایندهای ریاضی باید بتواند در ذهن دانش

ارتباط برقرار کند، چون یک مفهوم یا حقیقت تازه هرگز خود به خود 

آموز های روزانه دانشها و تجربهآید، آن را باید به آگاهیبه وجود نمی

هوم . اگر این ارتباطات شکل نگیرد باعث عدم درک مف[22] مرتبط کرد

 وار خواهد شد.و یادگیری طوطی

پردازد با استفاده از زبان عامیانه معلم زمانی که به معرفی مفهوم حد می

درستی از مفهوم  هایوارهطرحتواند مانع ساخت اولیه، می ایدۀو دادن 

حد شود. چون نقش معلم در ساخت طرحی از مفهوم حد بسیار مهم 

است، اگر معلم با روشی نامناسب به آموزش بپردازد، ممکن است مانع 

آموز گردد. علت دیگر توقف رشد و توسعة جذب مفهوم حد توسط دانش

آموزشی است که نیاز به  هایمحیطهای مستمر در مفهوم، ارزشیابی

روتین  هایروشک مفهومی مفاهیم را مهم جلوه نداده و محدود به در

پرداختن به  به همین دلیل. برای دستیابی به نتایج بهتر هستند

تدریس و یادگیری هر مفهومی در ریاضی مانند  زمینةتحقیقاتی در 

  .تواند منجر به ارائه راهکارهایی برای تدریس مؤثرتر شودمفهوم حد، می
 

 نویسندگانمشارکت 

 تمام نویسندگان به نسبت سهم برابر در این پژوهش مشارکت داشتند.
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