
    0931، بهار  2، شماره 01علمی پژوهشی فناوری آموزش، جلد نشریه    

 دانشجویان از فرایند اثبات ریاضی کبررسی در

 بر اساس مدل مژیا راموس و همکاران 

 

 3و فهیمه کلاهدوز 2الهی، فاروق فتح1براهیم ریحانیا

 e_reyhani@yahoo.com: )نویسنده مسئول(ریاضی دانشگاه تربیت دبیر شهید رجایی، دانشیار گروه  0
 کارشناس ارشد آموزش ریاضی و دبیر ریاضی شهرستان اشنویه 2

 دانشجوی دکترای آموزش ریاضی دانشگاه فردوسی مشهد 9

 

اهمیت خاصی برخوردار است و درک و فهم ریاضی مدرسه تا دانشگاه از از  مقاطع تحصیلی در همة ریاضیاتآموزش استدلال و اثبات در : چکیده

درک  یابی انجام گرفته است، هدف مقاله، بررسیدر این مطالعه که به روش توصیفی از نوع زمینه. غیر ممکن استتقریباً استدلال و اثبات بدون تأکید بر 
یی، شهید رجادانشجویان مقطع کارشناسی ریاضی از چهار دانشگاه از نفر  071مورد مطالعه،  باشد. نمونةمی اثبات ریاضی از فرایند و فهم دانشجویان

راحی ط ای است کهنامهگیری در پژوهش حاضر، پرسش. ابزار اندازهشوددر دسترس محسوب می است که نمونة شهید بهشتی، امیر کبیر و علم و صنعت

از دانشجویان  ای همراه با اثباتش ارائه گردید و سپسقضیه نامهانجام گرفته است. در این پرسش 2و همکاران 0نامه رویآن بر اساس تعمیمی از پرسش
امه استفاده نالات پرسشظور ارزیابی پاسخ دانشجویان به سؤالاتی در مورد فرایند ساخت اثبات ریاضی، پاسخ دهند. مدلی که به منخواسته شد تا به سؤ

موضعی و کلی اثبات تشکیل شده است. این مدل، هفت سطح مختلف از  باشد که از دو جنبةمی 4و همکاران 9مژیا راموسمدل  شده است بر اساس

های نماید. نتایج به دست آمده از این تحقیق نشان داد که اکثر دانشجویان مورد مطالعه به جنبهو فهم دانشجویان از فرایند اثبات ریاضی را بررسی می
اص خ و ارتباط بین چند گزارة های موجود در یک اثبات را درک کنندی بین مفاهیم و گزارهرابطهاند ها توانستهاند. در واقع آنموضعی اثبات دست یافته

رسد عوامل متعددی از جمله عدم توجه دانشجویان به فرض اند که به نظر مینموده ها ساختار کلی اثبات را درکرا نشان دهند، ولی درصد کمی از آن

د از توانتر، دانش ناکافی دانشجویان در برخی موارد میهای اثبات و از همه مهمل منطقی و سازماندهی منطقی گزارهها در ارائه استدلاقضیه، ناتوانی آن
 دلایل این ضعف باشد.

 استدلال، اثبات ریاضی، دانشجویان، درک اثبات. :کلیدي کلمات
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Abstract: Reasoning and proof in mathematics education are important at all educational levels, from school to university. 

Understanding mathematics without emphasis on reasoning and proving is almost impossible. The purpose of this study was 

to investigate the university students’ conception of mathematical proof. For this, a survey method was used. The participants 

of this study were 170 students collected from four universities; Shahid Rajaee Teacher Training, Shahid Beheshti, Science 

and Technology and Amirkabir University of Technology as available samples. The data collecting Instrument was a 

questionnaire based on the modified version of Roy and et.al (2010). In this questionnaire a theorem with its proving was 

presented and then the students were asked to answer the questions about the process of making the mathematical proof. A 

model was used to evaluate the students’ answers to questions based on Ramos and et.al (2011). It is consists of both global 

and local aspects. This model investigates seven different levels of understanding of the process of making mathematical 

proof. The findings of the study showed that most of the students had a local comprehension of the proof. In fact, they 

understood the relations between the concepts and statements in the proof. But a small percentage of them had a more holistic 

comprehension of the proof. It seems several factors, including the lack of attention to the assumptions of the  theorem, their 

inability to provide logical reasoning and rational organization of statements of the proof, and most importantly, the lack of 

students’ knowledge may be insufficient in this inability. 
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 مقدمه -1

ریاضی طی  ةهای جامعترین بحثیکی از جنجالی

های متمادی، پیرامون فرایند استدلال و اثبات بوده قرن

گواه صادقی بر این ادعاست. تاریخ  و هست و تاریخ ریاضی

ها تا زمان حال، تبیین قبل از یونانیاز دهد که نشان می

ها را به از ریاضی و چیستی آن، نگاه آن ریاضیدانان

که مشخص  طوراستدلال و اثبات شکل داده است. همان

ای است، در آموزش هم این فرایندها از اهمیت ویژه

یا دانشجویی که استدلال  آموزبرخوردارند زیرا دانش

او نگذاشته باشد، از مهمترین ریاضی، تأثیر مطلوبی بر 

 .]0[تفکر روشن و تفکر انتقادی محروم مانده است جنبة

نیز  ایهمدرس ریاضیات استانداردهایو  اصول کتاب در

 و درک ریاضی، اثبات و استدلال که چنین آمده است

 ؛]2[دهدمی توسعه مختلف هایهدر پدید را افراد بینش

 استدلال که افرادیبر این باورست  این شورا همچنین

 الگوها، قادرند ،هستند تفکر تحلیلی دارای و کنندمی

 خوبی به را واقعی جهان در موجود نظم و ساختارها

 اثبات و استدلال داردمی اظهار این شورا .کنند درک

 به که مخصوصی و ویژه هایفعالیت عنوان به نباید

 درسی ةبرنام در خاص و موضوع جداگانه یک صورت

 به باید مفاهیم این بلکه د؛نشو گرفته نظر در باشند،

 حضور کلاسی هایبحث ةهم در و مداوم طبیعی طور

معتقدند که بدون نیز   1بال و باس. ]2[باشند داشته

دا ای پیای ابزاری و رویهاستدلال، فهم ریاضی تنها جنبه

فاقد توجیه کردن کسب شده که  کند و این دانشِمی

تواند غیر منطقی و غیر مستدل راحتی میاست به

یکی از مهمترین اهداف تدریس  6راسهمچنین  .]9[باشد

آموزان ریاضیات را آموزش استدلال منطقی به دانش

استدلال  ،معتقد است که اساس ریاضیات وید دانمی

د، شودر حالی که علم توسط مشاهده تأیید می ؛است

ریاضیات توسط استدلال منطقی مورد تأیید قرار 

ریاضیات در اثبات نهفته  ةبنابراین جوهر. ]4[گیردمی

است و باید به تفاوت بین مثال و حدسیه و اثبات توجه 

معتقد است، در صورتی که قواعد ریاضی را  7. پولیاکرد

بدون دلیل به دانش آموزان و دانشجویان آموزش دهیم، 

کنند و این قواعدِ ای برای فهمیده شدن پیدا نمیانگیزه

همچنین برخی از  .شوندناپیوسته هرچه زوتر فراموش می

( در مطالعات خود مشاهده ]7 [،]6[ ،]1[) محققان

د؛ شونمواجه می اثباتکه با  دانشجویانی اند، اغلبکرده

 استفاده ازکاربردن نمادها و فهم زبان ریاضی، در ه در ب

 بسط و توضیحدر  و استنتاج یک اثبات برایتعاریف 

با مشکل مواجه  ریاضی ةمعنای یک گزاره یا قضی

  شوند.می

 کنددر نتایج تحقیقات خود بیان می 8علاوه بر این، مور

دانستند چگونه یک اثبات را که اکثر دانشجویان نمی

شروع کنند و چگونه فرضیات را به نتایج متصل نمایند و 

ها ارتباط برقرار کنند. وی دریافت که اکثر بین آن

د. کننتکیه میبیشتر از محتوا  هادانشجویان روی رویه

 ،کننده در مطالعه موربسیاری از دانشجویان شرکت

ها را حفظ اثباتها در دروس دانشگاهی آن گویند کهمی

ها نفهمیده بودند که یک اثبات زیرا آن ،بودند کرده

او در مطالعاتش نتیجه  .چیست و چگونه باید آن را نوشت

گیرد که دانشجویان، درک شهودی ضعیف و تصورات می

 .]1[ناکافی از تعاریف و مفاهیم ریاضی دارند 3مفهومی

دارند مطالعات تجربی میاظهار مژیا راموس و انگلس 

های اثبات وجود کمی در مورد درک دانشجویان از گزاره

دارد. در حقیقت محققان بیشتر گرایش به بررسی توانایی 

ها از اثبات. آن دانشجویان در ساخت اثبات دارند تا درک

استدلال و اثبات  مقاله در زمینة 044ها با مطالعة آن

مقاله به بررسی درک  9ریاضی، دریافتند که تنها در 

های ریاضی پرداخته شده است. لذا دانشجویان از اثبات

رک د ةکنند که تحقیقات بیشتری در زمینتأکید می

های متن اثبات مورد نیاز دانشجویان از خواندن گزاره

 .]8[است

باید به که  کنندنیز تأکید می 00و سامکار 01آناپا

دانشجویان آموزش داد که چرا اثبات در ریاضیات مهم 

است، چه چیزی یک اثبات است و چگونه یک اثبات 

در نتایج تحقیقات خود دریافتند  هاآن شود.ساخته می

مشکلات دانشجویان در اثبات کردن، تا حدودی مربوط 

ها از اثبات است. بنابراین اولین گام به چگونگی درک آن

رک دبررسی در کمک به دانشجویان در چنین مشکلاتی، 

. در این پژوهش نیز هدف، ]3[تاز اثبات اس ها نآو فهم 

بررسی درک و فهم دانشجویان مقطع کارشناسی ریاضی 

از فرایند اثبات ریاضی و مشخص نمودن سطح اثبات 
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و همکاران ها بر اساس مدل مژیا راموس آن

. امید است نتایج این تحقیق مورد استفاده ]01[باشدمی

 ریاضی واقع گردد. استاداندانشجویان، دبیران و 

 

 پژوهش  ةمبانی نظری و پیشین -2

 اثبات ریاضی و اهداف آن -2-1

 آموزشگران و ریاضیدانان از بسیاری به طور کلی، نگاه

 اثبات یک که است این مفهوم اثبات، و معنا به ریاضی

 است هاییاستدلال از صوری و منطقی ایدنباله ریاضی

 مانند، مشخص و معین هایاز داده مجموعه یک با که

 قبلیة شد ثابت نتایج و مفروضات تعاریف، موضوعه، اصل

 یک به منطقی مراحل از استفاده با و شود؛می شروع

طور که همان .(]02[ ،]00[رسد)می معتبر ةنتیج

 "استدلال منطقی"ها به عنوان اثبات شودمشاهده می

دهد که منطق، نقش قابل اند و این نشان میشناخته شده

 .]09[توجهی در اثبات دارد

انی ریاضیدانان یون ةدر طول تاریخ، فرایند اثبات به وسیل

به عنوان ابزاری برای خدمت به اعتباربخشی و تأیید 

نیز  امروزه. ]04[های ریاضی مطرح گردیده استگزاره

برخی از محققان و آموزشگران ریاضی اهداف و 

 ،]6[)اندای اثبات در ریاضیات برشمردهکارکردهایی را بر

جا به اختصار که در این( ]08[ ،]07 [،]06[ ،]01[ ،]02[

 پردازیم؛می هاآن به معرفی

 تأیید درستی یک گزاره .0

 02توضیح چرایی یک گزاره )توجیه کردن( .2

 09سازماندهی کردن مفاهیم ریاضی .9

 04کشف یا ابداع نتایج جدید .4

 ریاضی 01گفتمان .1

 06کمک به افزایش قدرت حل مسأله .6

 07ایجاد چالش ذهنی .7

 08انتقال .8

 03افزایش مهارت تفکر انتقادی .3

 21ایجاد استقلال فکری .01

کند. او معتقد مهم و جالب توجهی اشاره می ةبه نکت همی

است که هر کدام از این اهداف در شرایط مناسب و با 

توانند ظاهر شوند. رویکرد آموزشی مخصوص به خود می

های معینی )مثلاً در مقطع به عنوان مثال، در موقعیت

از طریق رویکرد استقرایی به  "توضیح" ابتدایی( نقش

های دیگر )مثلاً در ه در موقعیتکآید. در حالیدست می

ریاضیدانان( یک رویکرد استنتاجی این نقش را  ةجامع

 .]06[کندبهتر ایفا می

کنند که برخی از محققان در مطالعات خود مشاهده می

آموزان و دانشجویان از اهداف و بسیاری از دانش

کارکردهای اثبات در ریاضیات مطلع نیستند و بر این 

ریاضی تنها برای تأیید حقایقی که  تباورند که اثبا

شود. در واقع دانستند، استفاده میها را میتاکنون آن

ها درک محدودی از اهداف و کارکردهای اثبات در آن

 .(]08[ ،]04[ ،]9[)رندریاضیات دا
 

 اثبات ریاضی مشکلات دانشجویان در زمینة -2-2

 رغم تأکید زیاد بر اهمیت استدلال و اثبات درعلی

تعاریف و کارکردهای متعدد برای  ةآموزش ریاضی و ارائ

دهند که بسیاری از این مفاهیم، تحقیقات نشان می

آموزان، دانشجویان و حتی برخی از معلمان ریاضی دانش

 اند وقابل قبولی از درک و فهم اثبات نرسیده ةبه درج

ها در یادگیری و نوشتن اثبات ریاضی مشکل اغلب آن

( ]03[،]09[)برخی از تحقیقات ،نوان مثالدارند. به ع

ط باندر است که بعضی از دانشجویان استبیانگر آن 

که یک سطر از یک اثبات  احکام ریاضی برای بررسی این

 ،که در چه صورتی یک اثباتصحیح است یا نه و این

  .دارنداساسی معتبر است، مشکل 

مطالعه خود هفت منبع مهم از مشکلات مور نیز در 

به  ،های خود از ساختار اثباتدر تجربه رادانشجویان 

 . ]1[کندشرح زیر بیان می

 هانآشناسند و قادر به بیان دانشجویان تعاریف را نمی .0

 نیستند؛

 دانشجویان درک شهودی کمی از مفاهیم دارند؛ .2

دانشجویان برای انجام اثبات کافی  تصورات مفهومی .9

 ست؛نی

ایلی به ایجاد و استفاده از توانند یا تممیدانشجویان ن .4

 های خود ندارند؛مثال

 ساختار ،دانند چگونه با استفاده از تعاریفها نمیآن .1

 دست آورند؛ه کلی اثبات را ب
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دانشجویان در فهم و استفاده از نماد و زبان ریاضی  .6

 هستند؛ناتوان 

 داننددانشجویان در شروع اثبات مشکل دارند و نمی .7

 .]1[یک اثبات ریاضی را از کجا شروع کنند

و همکارانش نیز بر اساس نتایج  20پرونسنوانسید

 در دانشجویان مشکلات دلایل شده، تحقیقات انجام

 ؛کنندمیبندی  طبق زیر صورت به را اثبات، با رویارویی

 محتوایی؛ دانش فقدان .0

 محتوایی؛ دانش کارگیری به در توانایی عدم .2

 مفهوم؛ به جای هارویه روی تمرکز .9

 فقدان دانش استراتژیکی؛ .4

 اثبات ةنتیج درستی و صحت اعتبار یک درکِ عدم .1

 .]03[شده

نشان داد که یک عامل اصلی در درک اثبات،  22نامارامک

ساختار متن اثبات است. در حقیقت یک متن منسجم، 

شکاف مفهومی کمتری دارد؛ به همین دلیل به استنباط 

ها نیاز است. برعکس، یک کمتری برای پر کردن شکاف

های بیشتری است، لذا متن با انسجام کمتر دارای شکاف

باشد. همچنین وی اشاره نیازمند استنباط بیشتری می

دانشجویانی که ضمن مطالعه، توضیحات را برای  کندمی

کنند، نسبت به بقیه، اطلاعات بیشتری خود زمزمه می

 .]21[نمایندکسب می

اول  سال دانشجویان مشکلات خود ةمطالع در نیز 29هارو

را به صورت  اثبات با مرتبط مسائل حل در ریاضی ةرشت

 کند:میبندی زیر طبقه

 هاآن بدفهمی -2 ریاضی  مفاهیم درک در مشکل - 0

 عدم -4 منطق  یادگیری در نقص -9اثبات  فرایند از

 .]20[ریاضی زبان و نمادها از مناسب ةاستفاد در توانایی

آموزان و معتقدند که حتی اگر دانش 24ردی و فریسکن

تحانات موفق باشند، دانشجویان در ساخت اثبات، در ام

ها از اثبات نیست، زیرا درک آن ةکنندلزوماً منعکس

که درک کنند حفظ ها را بدون اینممکن است اثبات

 آزمون"ای رفع این مشکل آزمونی به نام ها برنمایند. آن

کنند، که در آن به را پیشنهاد می "21درک اثبات

گردد و آموزان یا دانشجویان یک اثبات ارائه میدانش

شود تا به سؤالاتی در مورد ها درخواست میسپس از آن

های خاص یک اثبات جواب دهند. فرایند ساخت و ویژگی

آورد تا بررسی عمیقی روی این روش، فرصتی فراهم می

ن از اثبات ریاضی صورت آموزان و دانشجویادرک دانش

نیز مدلی برای  شمژیا راموس و همکاران .]09[بگیرد

ارزیابی توانایی دانشجویان در فرایند اثبات ارائه 

 چارچوب مدل که معرفی این به ادامه . در]01[دهندمی

 .پرداخت خواهیم دهد،می تشکیل را حاضر ةمطالع نظری

 

دانشجویان مدل ارزیابی برای بررسی درک  -2-3

 از اثبات ریاضی

حاضر برای ارزیابی درک دانشجویان  مدلی که در مطالعة

 ، بر اساس مدل مژیاشدهاز فرایند اثبات ریاضی استفاده 

تواند تا حدودی . این مدل میاستراموس و همکاران 

ریاضی را از آنچه دانشجویان در مورد اثبات  تاداناس

فهمند، آگاه سازد. مدل مژیا فهمند و آنچه نمیمی

راموس و همکاران هفت سطح مختلف از درک و فهم 

دانشجویان را در مورد فرایند اثبات ریاضی بررسی 

بندی و دسته طبقهها این مدل را در د. آنکندمی

 26موضعی اثبات جنبة نمایند. دسته اول در ارتباط بامی

. است 27کلی اثبات ةو دسته دوم در ارتباط با جنب

مژیا راموس و  توسط های موضعی و کلی اثباتجنبه

 ؛]01[اندشده بندیطبقه گونهبدینهمکاران 

 موضعی اثبات  ةالف( جنب

های در این جنبه هدف، ارزیابی درک دانشجویان از گزاره

ها با این گزاره که چگونهخاص اثبات است و این

موضعی خود  شوند. جنبةهای دیگر مرتبط میارهگز

  باشد؛شامل سه سطح زیر می

 :28های متن اثبات( معنی کردن اصطلاحات و گزاره0
ای، ترین راه فهمیدن هر نوع متن یا نوشتهیکی از اساسی

ردی و فریس آن جمله است. کن ةفهمیدن معنی هر واژ

دهند که دانشجویان زمانی که در حال خواندن نشان می

یک اثبات ریاضی هستند، در فهم و معنای اصطلاحات 

 23سلدن و سلدن شوند.ریاضی با مشکل مواجه می

معتقدند که دانشجویان باید قبل از تلاش برای درک 

 را درکهای مربوط به آن قضیه کلیات یک اثبات، گزاره

 .]09[ کنند

تواند درک خواننده را با پرسش در مورد اثبات، فرد می

از او در شناسایی تعریف یک اصطلاح مهم، یا مشخص 
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  های دیگر، ارزیابی کند.کردن مفهوم آن در بعضی گزاره

تواند با کلی ارزیابی این سطح از اثبات میطور به

 اثبات انجامدرخواست موارد زیر از دانشجویان در فرایند 

 پذیرد؛

 توضیح یک اصطلاح داده شده در اثبات؛ -0

هایی که یک اصطلاح معین در اثبات را ارائه مثال -2

 دهد؛نشان 

 ای متفاوت.توضیح یک گزاره از اثبات با شیوه -9

یانگ و : 91ها و چارچوب اثبات( وضعیت منطقی گزاره2

های هندسی دبیرستان، اکثر اثبات درمعتقدند   90لین

 طور مستقیم بعد از ادعای اینة اثبات شده بهیک قضی

شود، ولی در که یک فرض درست است، استنتاج می

پیشرفته، دانشجو نه تنها به شناسایی مفاهیم ریاضیات 

ها در اثبات نیاز دارد، بلکه باید وضعیت منطقی گزاره

ج شده و فرضیات و نتایاثباتهای روابط منطقی بین گزاره

. ارزیابی درک دانشجویان ]22[اثبات را نیز تشخیص دهد

تواند با درخواست موارد ها میاز وضعیت منطقی گزاره

 پذیرد؛ها انجامزیر از آن

 ؛فرض و حکم در یک اثبات شناسایی -0

 شناسایی هدف یک گزاره در اثبات؛ -2

ی پیدا کردن ارتباط منطقی چند گزاره خاص برا -9

 منجر شدن به یک نتیجه معتبر.

های جدید، نتایجی از : در اثبات، گزاره92( توجیه ادعا9

مفاهیم قبلی، قضایا و قواعد منطقی، اصول موضوعه و 

های منطقی هستند که با قواعد منطقی و ورزیدست

شوند. بنابراین یک بُعد از درک اثبات، صحیح پذیرفته می

یه منطقی برای یک شامل توانایی فراهم ساختن توج

ادعای جدید بر اساس نتایج قبلی است. ارزیابی این سطح 

تواند با درخواست موارد زیر از دانشجویان از اثبات می

 پذیرد؛ انجام

بیان دلایل وجود برخی از گزارهایی که توجیه آن در  -0

 متن اثبات موجود است.

 ها در متن اثبات.بیان دلایل حذف برخی از گزاره -2

 کلی اثبات ب( جنبة

 ناین جنبه از اثبات، درک کلی یادگیرنده از اثبات را نشا

عنوان یک کل برحسب دهد. در این جنبه، اثبات بهمی

ها در دیگر مفاهیم، های اصلی و کاربرد آنها و روشایده

کلی اثبات  و همکاران جنبة شود. مژیا راموسدرک می

 د؛کننبندی میزیر طبقه را در چهار سطح

: این کار زمانی 99خلاصه کردن مفاهیم اصلی اثبات( 4

وبی خخواننده مفاهیم اصلی اثبات را بهشود که میسر می

ارزیابی  .ببردها پیدرک نماید و به ارتباط منطقی گزاره

تواند با درخواست موارد زیر از این سطح از اثبات می

 پذیرد؛دانشجویان انجام

برای اثبات ارائه  از بین چند گزاره بهترین خلاصه را -0

 شده انتخاب کنند؛

 ای از اثبات را ارائه دهند؛خلاصه -2

های خوب، شامل ایده قابل توجه است که یک خلاصة

ها اصلی اثبات است، نه فقط شرح و تفصیل برخی از ایده

 و جزئیات.

: این سطح از اثبات 94های جزئی( معین کردن ساختار1

های و ساختار مستلزم شکستن اثبات به عناصر سازنده

جزئی آن و سپس تعیین رابطه منطقی بین هر یک از 

با  تواندارزیابی این سطح از اثبات می این ساختارهاست.

 صورت پذیرد: درخواست موارد زیر از دانشجویان

تعیین اهداف یک بخش از اثبات و ارتباط آن با سایر  -0

 های دیگر اثبات.گزاره

تعیین روابط های یک اثبات و بندی گزارهدرجه -2

 .]01[هامنطقی بین آن

: 91های دیگرهای اثبات در زمینه( به کارگیری روش6

 های آشنامهم از اثبات شامل شناسایی شیوه یک جنبة

ها را هایی که بتوان این شیوهدر اثبات است و تعیین راه

کار برد. ارزیابی این سطح از ه برای حل تکالیف دیگر ب

 تواند انجام پذیرد.میهای زیر اثبات به روش

 ای مشابهانتقال روش: از خواننده خواسته شود قضیه -0

 اصلی را با همان روش اثبات کند. ةبا قضی

ها: برای این منظور از خواننده، شناسایی روش -2

اصلی را در  کاربرده شده در قضیةهب خواسته شود روش

 های دیگر کشف نماید.قضیه

روش: این امر مستلزم شناسایی  محدودةدرک کردن  -9

توان یک روش اثبات را در آن هایی است که نمیموقعیت

 کار برد.ه ها بموقعیت

: درک یک اثبات اغلب 96( توضیح اثبات با شکل و مثال7

و توانایی نشان دادن آن  شامل درک چگونگی شرح اثبات



 و همکاران ابراهیم ریحانی
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یک مثال خاص است که ترتیب مراحل اثبات  به وسیلة

توان برای ارزیابی در این سطح می .]01[دهدرا نشان می

ها درخواست درک دانشجویان از اثبات، موارد زیر را از آن

 نمود: 

نشان دادن مراحل اثبات در قالب یک مثال خاص که  -0

مستلزم توانا بودن شخص در شناسایی راهی است که در 

رده ب کاره آن یک دنباله از نتایجِ اثبات، در یک مثال ب

 شود.

شرح یک گزاره از اثبات یا خود اثبات در قالب نمودار،  -2

 .]01[یا شکل

 

 روش تحقیق -3

 نمونه حجم و گیرینمونه روش نمونه، -3-1

یابی انجام مینهاین پژوهش به روش توصیفی از نوع ز

آماری این تحقیق، کلیه دانشجویان  گرفته است. جامعة

ل در سا که هستندهای تهران مقطع کارشناسی دانشگاه

ریاضی مشغول به  در رشتة 0930-0932تحصیلی 

 بودند.تحصیل 
گیری در دسترس است و شامل گیری از نوع نمونهنمونه

نفر دانشجو مقطع کارشناسی از چهار  071انتخاب 

دانشگاه شهید رجایی، شهید بهشتی، امیر کبیر و علم و 

 0باشد که حداقل دو درس ریاضیات عمومی صنعت می

 در آماری ةنمون دردانشجویان  تعداداند. را گذرانده 2و 

 به تفکیک جنسیت ارائه شده است. 0 جدول

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هاابزار گردآوری داده-3-2
نامه ها از ابزار پرسشدر این پژوهش برای گردآوری داده

استفاده شده که طراحی آن بر اساس تعمیمی از 

 و تجزیه و تحلیل استس ، الکاک و انگِلیرو ةنامپرسش

های دانشجویان به سؤالات به کمک مدل مژیا پاسخ

. دلیل انتخاب این راموس و همکارانش  انجام گرفته است

 با عنوان ابزار اصلی پژوهش، تطابق آنبه نامهپرسش

باشد. روایی صوری و محتوایی حاضر می ةهدف مطالع

ریاضی و آموزش  تادانط تعدادی از اسنامه توسپرسش

، ضریب spssافزار ریاضی تأیید گردید و با استفاده از نرم

دست آمد که پایایی  به 8/1نامه آلفای کرونباخ پرسش

 دهد.نامه را نشان میمناسب پرسش

(، درک 0نامه مورد استفاده در این مطالعه )شکلپرسش

و  کندرزیابی میدانشجویان را از فرایند اثبات ریاضی ا

نامه ابتدا باشد. در پرسشسؤال باز پاسخ می 3شامل 

مقدار میانگین همراه با مراحل اثباتش  ةتعمیم یافت ةقضی

ارائه گردید و سپس از دانشجویان خواسته شد تا به 

سؤالاتی که در مورد فرایند ساخت اثبات است پاسخ 

 یةدر ارتباط با قض 3جه است که سؤال دهند. قابل تو

و صرفاً برای تکمیل مدل ارزیابی مژیا  یستمورد نظر ن

 راموس و همکارانش طراحی شده است.

 
-مشتق (a,b)پیوسته و بر بازه  [a,b]بر بازه g و  fقضیه: اگر توابع 

،  𝐠 ́(x)≠0، (a,b)متعلق به بازه  xپذیر باشند و اگر به ازاي هر 

 طوري که:هست به (a,b)متعلق به بازه  𝐜اي مانند گاه نقطهآن
𝐟(𝐛) − 𝐟(𝐚)

𝐠(𝐛) − 𝐠(𝐚)
=

𝐟  ́(c)

𝐠 ́(𝐜)
 

 اثبات قضیه: 

𝐠(𝐚)یابیم که باید در می فرض قضیهبا توجه به  -1سطر  ≠ 𝐠(𝐛) 

. 

𝐡(𝐱)  کنیمحال تعریف می -2سطر =
𝐟(𝐛)−𝐟(𝐚)

𝐠(𝐛)−𝐠(𝐚)
𝐠(𝐱) − 𝐟(𝐱) 

,𝐚]بر بازه 𝐡(𝐱)تابع  -3سطر  𝐛]  پیوسته و بر بازه(𝐚, 𝐛) مشتق-

 است.پذیر 

𝐡(𝐚)همچنین     -4سطر  = 𝐡(𝐛) . 

𝐜 ∃پس:     -1سطر ∈ [𝐚, 𝐛]         𝐬. 𝐭 .        h ́(𝐜) = 𝟎 

h ́(𝐜)اما   -6سطر =  𝟎 ⇒
𝐟  ́(c)

𝐠 ́(𝐜)
=

𝐟(𝐛)−𝐟(𝐚)

𝐠(𝐛)−𝐠(𝐚)
 

 بنابراین:    -7سطر 

∃ 𝐜 ∈ (𝐚, 𝐛)    𝐬. 𝐭.      
𝐟(𝐛)−𝐟(𝐚)

𝐠(𝐛)−𝐠(𝐚)
                                                                                   

 فراوانی نمونة آماری تحقیق -1جدول 
 جنسیت

 دانشگاه
 جمع پسر دختر

 رجایی شهید
 62 42 21 فراوانی

%32 درصد  66%  111%  

 شهید بهشتی
 36 6 21 فراوانی

%76 درصد  24%  111% 

 امیر کبیر
 36 16 22 فراوانی

%16 درصد  42%  111% 

 علم و صنعت
 37 11 27 فراوانی

%73 درصد  27%  111% 

 171 76 34 جمع فراوانی
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 سؤالات

گیریم که نتیجه می فرض قضیهاثبات، از  1چگونه در سطر  -1

𝐠(𝐚)باید  ≠ 𝐠(𝐛)؟ 

 چیست؟ 1در اثبات قضیة فوق هدف از ارائه سطر  -2

,𝐚]بر بازه  𝐡(𝐱)یابیم در می 3چگونه در سطر  -3 𝐛]  پیوسته و

,𝐚)بر بازه  𝐛) پذیر است؟مشتق 

دهد شرایط قضیه چه مراحلی از اثبات قضیة فوق، نشان می -4

 رول برقرار است؟

را چنین تعریف  𝐡(𝐱)، 2اگر در اثبات قضیة فوق در سطر  -1

 کنیم:

𝐡(𝐱) = (𝐟(𝐛) − 𝐟(𝐚))(𝐠(𝐱) − 𝐠(𝐛)) − (𝐠(𝐛)
− 𝐠(𝐚))(𝐟(𝐱) − 𝐟(𝐚)) 

ه ، یعنی آیا می توان درستی حکم قضی
𝐟(𝐛)−𝐟(𝐚)

𝐠(𝐛)−𝐠(𝐚)
=

𝐟  ́(𝐜)

𝐠 ́(𝐜)
را نتیجه  

 گرفت؟ چرا؟

 فرض کنید فرض قضیه مورد نظر به صورت زیر مطرح گردد؛ -6

,𝐚]بر بازه 𝐠و 𝐟توابع  اگر 𝐛]  پیوسته و بر بازه(𝐚, 𝐛) پذیر مشتق

f  ́(x)≠0متعلق به  بازه 𝐱باشند و اگر به ازاي هر    ، (𝐚, 𝐛) ، گاه آن

 شود؟قضیه )حکم قضیه( چگونه بیان مینتیجة 

یک از توابع زیر بر بازه داده شده، در قضیة  فوق صدق کدام -7

 کنند )براي ادعاي خود، دلیل بیاورید(.می

,𝟐−] الف(       𝐠(𝐱)=𝐱𝟐 بازهبر      [ 𝟏 − 𝟏    ,   𝐟(𝐱) =

𝐱 + 𝟏 
,𝟐−] ب(     𝐠(𝐱)   بر بازه     [𝟏 = |𝐱 + 𝟏|   ,    𝐟(𝐱) =

(𝐱+𝟐)  

(𝐱−𝟐) 
 

 یک دانشجو، قضیة فوق را چنین اثبات کرده است؛ -6

با توجه به فرض قضیه و بنابر قضیه مقدار میانگین به ازاي   

,𝐚)در بازه  𝐜اي مانند نقطه 𝐛)  :داریم
f(b)-f(a)

b-a
= f  ́(c) و به

,𝐚)در بازه 𝐜همین ترتیب به ازاي همین  𝐛)  رابطه
𝐠(b)-𝐠(a)

b-a
=

𝐠 ́(c) ر هاي ذکبرقرار است. بنابراین با تقسیم دو طرف تساوي

 شده داریم:          

𝐟(𝐛) − 𝐟(𝐚)

𝐠(𝐛) − 𝐠(𝐚)
=

𝐟  ́(c)

𝐠 ́(𝐜)
 

 کنید؟عنوان اثبات قضیة مورد نظر قبول میآیا این پاسخ  را  به

 چرا؟

≥به وسیله شکل زیر درستی رابطه  -3
𝒑+𝒒

𝟐
√𝒑𝒒   را نشان

 𝐀𝐂ارتفاع نظیر قاعده   𝐁𝐇مرکز دایره و  𝐎دهید )راهنمایی: 

𝑩𝑯است و داریم؛  شعاع دایره ≤.) 

 

 

 

 

استفاده در تحقیق مورد ةنامپرسش-1شکل   

 

نامه روی، الکاک و انگلس از پرسش 6و  1، 0سؤالات 

اقتباس شده است ولی انتخاب سایر سؤالات دیگر به 

نامه روی، الکاک و انگلس و با توجه به مدل کمک پرسش

طراحی گردید تا  نتوسط مؤلفامژیا راموس و همکارانش 

پوشانی مناسب این سؤالات با سطوح اثبات مورد از هم

 اشد.نظر برخوردار ب

نامه، اهدافی برای هر یک از سؤالات موجود در پرسش

 ةاین اهداف به دو دستخاصی مورد نظر بود، لذا 

های موضعی و کلی اثبات تقسیم گردید که در جنبه

ارائه شده و متناظر با آن در ستون سوم این  2جدول 

جدول، سطوح اثباتِ مدل مژیا راموس و همکارانش نیز 

 بیان گردیده است.

اهداف  ،شود، مشاهده می2جدولطور که در همان

نامه دقیقاً منطبق با سطوح اثبات مدل مژیا پرسش

ده راموس و همکارانش نیست ولی اهداف سؤالات ذکر ش

پوشانی مناسبی با سطوح مدل این محققان از هم

 برخوردارند.

 

 های تحقیق یافته -4
های ها از روشدر این پژوهش، برای تجزیه و تحلیل داده

های کمیّ و کیفی استفاده شده است. برای تحلیل پاسخ

ه های ارائنامه، ابتدا پاسخدانشجویان به سؤالات پرسش

شده کدگذاری گردید. به این صورت که برای هر سؤال، 

پاسخ "، "پاسخ اشتباه"، "بدون پاسخ"چهار حالت 

در نظر گرفته شد و به هر کدام  "پاسخ صحیح"و  "ناقص

 ،اختصاص یافت 4و  9، 2، 0ها به ترتیب کد از این حالت

و به کمک  spssافزار آماری سپس با استفاده از نرم

ها و تنظیم جدول بندی پاسخبه طبقههای آماری، روش

، فراوانی 9در جدول شمارة توزیع فراوانی پرداخته شد. 

    .گردده مینامه ارائرسشپاسخ دانشجویان به سؤالات پ

 موضعی جنبة - 1سطح 

و  6سؤالات  ،شودمشاهده می 2طور که در جدول همان

نامه، درک دانشجویان را از سطح اول مدل پرسش 7

 9سنجند. با توجه به جدول ارزیابی پژوهش حاضر می

درصد( از  6018نفر ) 011گردد، تعداد ملاحظه می

صورت قضیه را به درستی درک اند دانشجویان توانسته

اغلب دانشجویان  شودنمایند. همچنین مشاهده می

اند جزئیات صورت قضیه را درک درصد( توانسته 1314)

کنند که البته درک تعداد بیشتر دانشجویان از این تعداد 

 به صورت ناقص بوده است، 

 

. q p 
O A 

 

B 

 
C 

 

H 



 و همکاران ابراهیم ریحانی

 0931، بهار 2، شماره 01نشریه علمی پژوهشی فناوری آموزش، جلد    028

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 fکه توابع در واقع برخی از دانشجویان برای بررسی این

کنند، تنها به پیوستگی صدق می Aدر شرایط قضیه  gو 

 اند و به شرط دوم فرض،ها بسنده کردهپذیری آنو مشتق
g ́(x)یعنی  ≠  اند.و بازة داده شده توجه نداشته 0

یل رسد یکی از دلادانشجویان به نظر میبا توجه به پاسخ 

عدم توانایی دانشجویان در درک جزئیات قضیه، ضعف 

با وجود این شرایط، باز  باشد.ها میای آندانش پایه

توان ادعا کرد که تعداد قابل توجهی از دانشجویان به می

 اند.از جنبة موضعی دست یافته 0سطح 

 جنبة موضعی  -2سطح
 4و  9شود سؤالات مشاهده می 2ل با توجه به جدو

نامه، درک دانشجویان را از سطح دوم مدل ارزیابی پرسش

نشان  9سنجد. نتایج حاصل از جدول پژوهش حاضر می

 018کنندگان در این تحقیق تعداد شرکتدهد از بین می

اند بین چند گزارة ها توانستهدرصد( از آن 6911نفر )

 برقرار کنند. همچنین خاص در فرایند اثبات، ارتباط

درصد( از دانشجویان نیز  7911نفر ) 021تعداد 

اند ارتباط بین قضایا و حقایق قابل قبول را درک توانسته

شود که اکثر نمایند. بنابراین این نتیجه حاصل می

 فراوانی پاسخ دانشجویان-3جدول
 فراوانی

 الؤس

 پاسخ ناقص پاسخ صحیح

 درصد فراوانی درصد فراوانی

1 77 4153 23 1751 

2 62 4652 37 2156 

3 121 7351 3 153 

4 116 6351 36 2152 

1 41 2351 17 11 

7 41 2651 16 3253 

6 36 2152 1 156 

3 16 3451 13 756 

 فراوانی    

 الؤس

 بدون پاسخ پاسخ اشتباه

 درصد فراوانی درصد فراوانی

1 13 3152 11 651 

2 31 2156 16 354 

3 21 1156 16 354 

4 13 756 13 756 

1 43 2153 71 4152 

6 21 1457 41 2351 

7 42 2457 27 1153 

6 76 4457 17 3351 

3 43 2656 11 2354 

 

راموس و همکارانی حاضر و مدل مژیا مدل بکاربرده شده در مطالعه -2جدول   

 



 ... بررسی درک دانشجویان از فرایند

 023   0931، بهار  2، شماره 01نشریه علمی پژوهشی فناوری آموزش، جلد    

اند بین چند گزارة خاص در فرایند دانشجویان توانسته

ایا و بین قضاثبات ارتباط برقرار کنند و همچنین ارتباط 

 حقایق قابل قبول را درک نمایند.

 موضعی جنبة –3سطح
نامه، درک دانشجویان پرسش 0، سؤال 2بر اساس جدول 

سنجد. را از سطح سوم مدل ارزیابی پژوهش حاضر می

نفر  77بیانگر آن است که تعداد  9نتایج حاصل از جدول 

اند توجیه مناسبی درصد( از دانشجویان توانسته 4119)

و تعداد دانشجویانی هم که  برای این سؤال بیان کنند

نتوانسته بودند توجیه قابل قبولی ارائه دهند، چنین 

 ؛ اندکردهاستدلال می

توان حکم قضیه ، نمیg(a)  = g(b)در صورتی که "

را چنین تعریف  h(x) کهرا چنین نتیجه گرفت و یا این

 . "شودکرد، زیرا در هر دو حالت مخرج کسر صفر می

وان تعدم موفقیت دانشجویان در پاسخ به سؤال اول را می

را ضیه دانست، زیها در تشخیص فرض و حکم قناتوانی آن

شود گونه استنتاج میهای نادرست اینبا توجه به پاسخ

توجه  هکه بیشتر دانشجویان در توجیه خود به حکم قضی

داشتند تا آنچه که در فرض قضیه بیان شده است و دیگر 

ها تسلط و آگاهی کافی از روش رسد آنکه، به نظر میاین

 اند.برهان خلف در توجیه یک ادعا نداشته

 کلی جنبة -4سطح
نامه، درک پرسش 8، سؤال 2با توجه به جدول 

دانشجویان را از سطح چهارم مدل ارزیابی پژوهش حاضر 

بیانگر آن است که  9سنجد. نتایح حاصل از جدول می

درصد زیادی از دانشجویان در پیدا کردن تضاد و 

 96ناسازگاری در یک اثبات ناتوان بودند. در حقیقت تنها 

انحرافی  ةاند به ایدها توانستهدرصد( از آن 2012نفر )

پی ببرند. با بررسی  8اثبات دانشجوی مذکور در سؤال 

رسد یکی از دلایل انشجویان، به نظر میهای دپاسخ

ها به تواند عدم توجه آنها در این سؤال میضعف آن

دو نمونه از پاسخ اشتباه دانشجویان به فرض قضیه باشد. 

 ارائه شده است. 2در شکل  8سؤال 

 

 1ة پاسخ اشتباه: نمون

 اشاره 𝐠 ́(𝐱) خیر، چون در اثبات این دانشجو به مخالف صفر بودن 

�́�(𝐱)نشده است و ممکن است  = شود. پس اثبات قابل قبول  𝟎

 نیست.

 2 ةنمون

 کاملاً درست است زیرا طبق قضیه مقدار میانگین داریم:

∃ 𝐜 ∈ (𝐚, 𝐛):  (𝐛 − 𝐚) f  ́(𝐜) = 𝐟(𝐛) − 𝐟(𝐚)       و ∃ 𝐜 ∈

(𝐚, 𝐛):   (𝐛 − 𝐚)g  ́(𝐜) =  𝐠(𝐛) − 𝐠(𝐚)  
 با تقسیم این دو رابطه داریم:

(𝐛−𝐚) f  ́(𝐜)

 (𝐛−𝐚)g  ́(𝐜)
=

𝐟(𝐛)−𝐟(𝐚)

g(𝐛)−g(𝐚)
   ⇒  

 f  ́(𝐜)

 g  ́(𝐜)
=

𝐟(𝐛)−𝐟(𝐚)

g(𝐛)−g(𝐚)
 

 8چند نمونه از پاسخ اشتباه دانشجویان به سؤال  -2شکل

 

 کلی جنبة -1سطح

نامه، درک پرسش 2دهد که سؤال نشان می 2جدول 

دانشجویان را از سطح پنجم مدل ارزیابی پژوهش حاضر 

گویای آن است که  9سنجد. نتایج حاصل از جدول می

درصد( از دانشجویان بر اساس مدل  4812نفر ) 82تعداد 

ارزیابی پژوهش حاضر به این سطح از اثبات دست 

نیمی از دانشجویان  توان گفتاند. در واقع مییافته

اند اهدف یک بخش از اثبات را تعیین نمایند و توانسته

 های اثبات دست یابند.ایر گزارهبه ارتباط آن با س

 کلی جنبة -6سطح 
، 2نامه بر اساس جدول این سؤال از بخش اول پرسش

درک دانشجویان را از سطح ششم مدل ارزیابی پژوهش 

دهد نشان می 9سنجد. نتایج حاصل از جدول حاضر می

 ةکه اکثر دانشجویان در درک مراحل اثبات یک گزار

آن در شرایط جدید از توانایی بردن روش  کاره ریاضی و ب

کافی برخوردار نیستند زیرا پاسخ اکثر دانشجویان یا 

اند هیچ پاسخی برای این سؤال اشتباه بوده یا نتوانسته

دهد که دانشجویان نشان می ارائه دهند. بررسی پاسخ

اند بین چند قضیه یا گزاره که توانستهها با وجود اینآن

های ولی در سازماندهی گزاره خاص ارتباط برقرار کنند،

معتبر ناتوان بودند.  اثبات برای رسیدن به یک نتیجة

رسد از دلایل دیگر ضعف دانشجویان همچنین به نظر می

شان در ارائه ها از قضایا و ناتوانیتواند بدفهمی آنمی

استدلال منطقی باشد. چند نمونه از پاسخ ناقص و اشتباه 

 .ارائه شده است 9کل در ش 1دانشجویان به سؤال 

 

 



 و همکاران ابراهیم ریحانی

 0931، بهار 2، شماره 01نشریه علمی پژوهشی فناوری آموزش، جلد    091

 1 ةپاسخ ناقص: نمون

𝐡 ́(𝐜)رول را دارد و همچنین از  ةزیرا شرایط قضی ،بله = 𝟎 

 توان عبارت مورد نظر را نتیجه گرفت.می

 2 ةنمون

 بله، چون داریم:

   𝐡(𝐚) = (𝐟(𝐛) − 𝐟(𝐚))(𝐠(𝐛) − 𝐠(𝐚))         و          

𝐡(𝐛) = (𝐠(𝐛) − 𝐠(𝐚))(𝐟(𝐛) − 𝐟(𝐚))    

𝐡(𝐚)پس خواهیم داشت:  = 𝐡(𝐛) 

 3 ةنمون

پذیر مشتق (a,b) ةپیوسته و در باز [a,b] ةدر باز𝐡(𝒙) زیرا  ،بله 

𝐡(𝐚)است. همچنین داریم  = 𝐡(𝐛) 

 4 ةپاسخ اشتباه: نمون

پذیر مورد نظر پیوسته و مشتق خیر، زیرا در این صورت در بازة

 نخواهد بود.

 1 ةنمون

𝐡(𝐚)زیرا در این صورت  ،خیر ≠ 𝐡(𝐛) و تابع h رول  ةدر قضی

 صدق نخواهد کرد.

  6ةنمون

اشتباه است، زیرا تفاضل دو تایع پیوسته ممکن است پیوسته 

 نباشد.

 7 ةنمون

𝐡(𝐱)دانیم که می 𝐡(𝒙)زیرا با توجه به تعریف خیر،  =
𝐟(𝐛)−𝐟(𝐚)

𝐠(𝐛)−𝐠(𝐚)
𝐠(𝐱) − 𝐟(𝐱)  و 𝐡(𝒙) تعریف شده است را که در بالا

در تعریف را  𝐡(𝒙)توان در یک عبارت ضرب کرد تا صورت نمی

 دست آو رد.ه قضیه ب

 

 
 

 کلی جنبة -7سطح

شود آخرین سؤال از مشاهده می 2با توجه به جدول 

آخرین نامه، درک دانشجویان را از بخش اول پرسش

سنجد. بر اساس سطح مدل ارزیابی پژوهش حاضر می

شود، ، این نتیجه حاصل می9 های موجود در جدولداده

 اند شکل مورد نظر در سؤالتعداد دانشجویانی که توانسته

را از طریق روابط هندسی توجیه کنند در حد مطلوبی  3

ه ها توانستدرصد( از آن 9410نفر ) 18باشد. زیرا تنها نمی

د از رسبودند به این سؤال پاسخ صحیح دهند. به نظر می

دلایل ضعف برخی از دانشجویان در پاسخگویی به این 

ای و دانش محتوایی تواند فقدان دانش پایهسؤال، می

ها با اینکه دانش محتوایی ها باشد. حتی برخی از آنآن

کارگیری آن ناتوان بودند. ه لازم را داشتند ولی باز در ب

همچنین بر اساس نتایج پاسخ دانشجویان مشاهده 

حل خود ها تنها به نمادین بودن راهشود، برخی از آنمی

کاربرده شده، ه ب ةکه رویاند بدون اینبسنده کرده

چند نمونه از پاسخ  4شکل  مفهومی صحیح داشته باشد.

 دهد.را نشان می 3دانشجویان به سؤال 

  
 1 ةپاسخ ناقص: نمون

= دایره قطر  (1)  𝐩 +

𝐪 ≥ 𝐁𝐇                                     با توجه به شکل نیم دایره

𝐁𝐇𝟐 داریم: + 𝐩𝟐 = 𝐀𝐁𝟐 

(2) 𝐁𝐇𝟐 + 𝐪𝟐 =
𝐁𝐂𝟐             ⇒ 

(3) 𝐁𝐂𝟐 + 𝐀𝐁𝟐 = (𝐩 +
𝐪)𝟐 

 
        𝟐 𝐁𝐇𝟐 + 𝐩𝟐 + 𝐪𝟐 = (𝐩 + 𝐪)𝟐  

         𝟐 𝐁𝐇𝟐 = 𝟐𝐩𝐪        ⇒     𝐁𝐇 = √𝐩𝐪 

(𝐩 + 𝐪)𝟐 ≥  𝐁𝐇𝟐   ⇒     √𝐩𝐪   ≤ (𝐩 + 𝐪)𝟐 

 2 ةنمونپاسخ اشتباه:  

𝐫  اگر = 𝐩         و   شعاع دایره = 𝐫 + 𝐟     ,    𝐪 = 𝐫 − 𝐟         

fن است گنگ یا گویا باشدممک 

√(𝒓 + 𝒇)(𝒓 − 𝒇)  ≤ 𝒓            ⇒                √𝒓𝟐 − 𝒇𝟐 ≤ 𝒓       

                      ⇒    𝒓𝟐 − 𝒇𝟐 ≤ 𝒓𝟐    ⇒    𝟎  ≤  𝒇𝟐     

 پذیر استرابطه بازگشت

 3 ةنمون

 𝒑 + 𝒒 ≥ 𝟐√𝒑𝒒   ⇒    (𝐩 + 𝐪)𝟐   ≥ 𝟒𝒑𝒒  

⇒     𝐩𝟐 + 𝐪𝟐  +  𝟐𝐩𝐪

≥ 𝟒𝒑𝒒   𝐩𝟐 + 𝐪𝟐 ≥ 𝟐𝒑𝒒          

⇒  (𝐩 + 𝐪)𝟐  ≥ 𝟎          

چند نمونه از پاسخ ناقص و اشتباه دانشجویان به -4شکل

 3سؤال 

 

 گیریبحث و نتیجه-5
دست آمده از نتایج پاسخ ه های باساس یافتهبر 

مدل ارزیابی پژوهش  طبقدانشجویان و تحلیل آن 

شود که اکثر دانشجویان به حاضر، این نتیجه حاصل می

ها اند. در حقیقت اکثر آنموضعی اثبات دست یافته ةجنب

وب ببرند و چارچاند به جزئیات صورت قضیه پیتوانسته

ها نمایند. همچنین آنکلی صورت قضیه را درک 

های اثبات را درک بین مفاهیم و گزاره ةتوانند رابطمی

خاص را نشان دهند و  ةکنند و ارتباط بین چند گزار

 ةتوجیه مناسبی برای درستی یا نادرستی یک گزار

ریاضی بیان نمایند؛ ولی تعداد قابل توجهی از دانشجویان 

. در واقع اندکلی اثبات ضعیف عمل کرده ةدر درک جنب

-وند منطقی اثبات مشکل دارند و بهدر فهم ر هاناکثر آ

اند. با طور کلی چارچوب منطقی اثبات را درک نکرده

 دانشجویان و نتایج تحقیقات دیگر توجه به نتایج پاسخ

شاید بتوان دلایل این ضعف را عدم  (]20[ ،]21[ ،]1[)

 :خواهیم داشت

چند نمونه از پاسخ ناقص و اشتباه دانشجویان به  -3شکل 

 1سؤال 



 ... بررسی درک دانشجویان از فرایند
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ها در توجه دانشجویان به فرض قضیه، ناتوانی آن

های اثبات برای رسیدن به یک سازماندهی منطقی گزاره

ها ة آنضعف دانش پای ترمعتبر و از همه مهم نتیجة

رسد برخی از مشکلاتی طور کلی، به نظر میدانست. به

و فهم فرایند اثبات ریاضی در که دانشجویان در درک 

 عبارتند از: ،اندمورد نظر با آن مواجه بوده قضیة

 یان در تشخیص فرض و حکم قضیه؛ناتوانی دانشجو -

 فقدان دانش محتوایی و دانش پایه؛  -

 های اثبات؛ها از انواع روشعدم آگاهی آن -

 عدم توجه به فرض قضیه؛ -

های اثبات برای ناتوانی در سازماندهی کردن گزاره -

 معتبر؛ ةرسیدن به یک نتیج

 اند؛بدفهمی از قضایا و مفاهیمی که از قبل یاد گرفته -

 استدلال منطقی؛ ةدر ارائناتوانی  -

 بردن دانش محتوایی؛ کاره عدم توانایی در ب -

ها و شکل نمادین اثبات به جای تمرکز روی رویه -

 تأکید متوازن روی رویه و مفهوم. 

ر وهش حاضوجه است، مشکلاتی که دانشجویان پژقابل ت

 اند، از دستهدرک فرایند اثبات ریاضی داشته ةةدر زمین

وبر، ر، مومشکلاتی است که محققانی از قبیل 

هارو، در نتایج پژوهش  هارل و ساودر و پرونسن،وانسید

های ریاضی مشاهده خود روی درک دانشجویان از اثبات

 .(]20[ ،]03[ ،]02[ ،]6[ ،]1[)اندکرده

 وار استدانشی زنجیرهدانیم ریاضیات گونه که میهمان

و عدم درک مفاهیم پایه، توانایی افراد را در درک مفاهیم 

کند. لذا ضروری است که برای اثبات یک بالاتر سلب می

تمام مفاهیم و قضایا و تعاریف مرتبط با آن قضیه  ،قضیه

هایی که ممکن توسط دانشجویان درک شود و بدفهمی

باشند اصلاح گردد. ها در برخی از مفاهیم داشته است آن

براین، با توجه به مدل مژیا راموس و همکاران  و  علاوه

توان استنباط کرد که نتایج ارائه شده در این مطالعه می

های ضعف دانشجویان در برخی از سطوح اولیه جنبه

های کلی موضعی اثبات مانعی برای رسیدن به جنبه

ی علمان ریاضو م تادانکه اس بهتر است شود. لذااثبات می

قبل از شروع اثبات یک قضیه، دانش قبلی دانشجویان را 

سی نمایند و مفاهیم مورد نظر، برر ةدر ارتباط با قضی

ت ها را از ضروراصلی را متذکر شوند و آن نیاز قضیةپیش

 به علاوهبه ها آگاه سازند.های منطقی و اثباتاستدلال

اثبات یک جای تمرکز روی پاسخ نهایی دانشجویان در 

ها توجه نمایند، زیرا آگاهی از قضیه، به فرایند اثبات آن

و  تواند روش تفکردرک یادگیرندگان از فرایند اثبات می

 ها را به خوبی مشخص نماید.نقاط قوت و ضعف آن

 ةکه مطالعات بسیار کمی در زمینبا توجه به اینهمچنین 

بررسی فرایند اثبات دانشجویان در ایران انجام گرفته 

حاضر این است  مؤلفان در مطالعة است، یکی از اهداف

واند تکه نشان دهند مدل مورد استفاده در این تحقیق می

اثبات ریاضی ارزیابی نماید  درک دانشجویان را  از فرایند

 عنوان یک ابزار سنجش استدلال و اثبات دانشجویان،و به

 آموزشگران ریاضی قرار گیرد. استفادة مورد

 

 پی نوشت -5
1 Roy 
2 Alcock & Inglis 
3 Mejia-Ramos 
4 Weber & Fuller & Rhoads & Samkoff 
5 Ball & Bass 
6 Ross 
7 Polya 
8 Moore 
9 concept images 
10 Anapa 
11 Samkar 
12 justify 
13 systemization 
14 discovery 
16 communication 
17 Problem Solving 
18 Intellectual challenge 
19 Transfer 
20 Critical Thinking 
21 providing autonomy 
22 Dee Vanspronsen 
23 Mcnamra 
24 Hawro 
25 Conradie and Frith 
26 comprehension test 
27 local comprehension of a proof 
28 holistic comprehension of a proof 
29 Meaning of terms and statements 
30 Selden & Selden 
31 Logical status of statements and proof 

framework 
32 Yang and Lin 
33 Justification of claims 
34 summarizing the main idea of the proof 
35 Identifying the modular structure 



 و همکاران ابراهیم ریحانی
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36 Transferring the general ideas or methods to 

another 
37 Illustrating with examples 

 

 منابع -7 -6
[1] polya, G., How to solve the problem 

(translated by Ahmad Aram) (Eighth 
Edition. (Tehran: kayhan) publication of 

1954), 1386.[In Persian]. 

[2] National Council of Teachers of 

Mathematics, ed. Principles and 
standards for school mathematics. Vol. 1. 

National Council of Teachers of, )2000(. 

[3] Kolahdooz, F.,Evaluation of students 

understand second year high school from 
the reasoning and mathematical proofs. 

MA thesis Mathematics Education, 
Shahid Rajaee Teacher Training, Basic 

Sciences, Tehran, Iran, . )1390( .[In 
Persian]. 

[4] zamani Abyaneh, A. ,the role of reasoning 

and proof in teaching school mathematics. 
MA thesis in mathematics education, 

Shahid Beheshti University, Faculty of 
Mathematics and Computer Sciences, 

Tehran, Iran, (1386) [In Persian]. 

[5] Moore, Robert C. "Making the transition 

to formal proof." Educational Studies in 
mathematics, Vol. 27, No. 3 ,(1994), pp. 

249-266. 

[6] Harel, Guershon, and Larry Sowder. 

"Students’ proof schemes: Results from 
exploratory studies." Research in 

collegiate mathematics education III 7 
,(1998), pp. 234-282. 

[7] Selden, John, and Annie Selden. 
"Unpacking the logic of mathematical 

statements." Educational Studies in 
Mathematics, Vol. 29, No. 2 ,(1995), pp. 

123-151. 

[8] Mejía-Ramos, Juan Pablo, and Matthew 

Inglis. "Argumentative and proving 
activities in mathematics education 

research." Proceedings of the ICMI study 
19 conference: Proof and proving in 

mathematics education. Vol. 2. (2009). 

[9] Anapa, Pınar, and Hatice Şamkar. 

"Investigation of undergraduate students’ 
perceptions of mathematical 

proof." Procedia-Social and Behavioral 

Sciences Vol. 2, No. 2, (2010), pp. 2700-
2706. 

[10] Mejia-Ramos, Juan Pablo, et al. "An 
assessment model for proof 

comprehension in undergraduate 
mathematics." Educational Studies in 

Mathematics, Vol. 79, No.1 (2012), pp. 3-
18. 

[11] Hanna, Gila, and Ed Barbeau. "Proofs as 

bearers of mathematical knowledge," 
ZDM , Vol. 40, No. 3, (2008), pp. 345-

353. 

[12] Weber, K., Students’ difficulties with 

proof. MAA Online: Research Sampler, 
Cited from http://www.maa.org, (2003). 

[13] Roy, S., Alcock, L., and Inglis, M., 

Undergraduates’ proof comprehension: A 
comparative study of three forms of proof 

presentation. Paper presented at the 
Thirteenth Conference on Research in 

Undergraduate Mathematics Education, 
Raleigh, NC, (2010). 

[14] Varghese, T., Student teachers conception 
of mathematical proof. Unpuplished 

doctoral dissertation, University of 
Alberta, Canada, (2007). 

[15] Mingus, T. T. Y., and Grassl, R. M., 
Preservice teacher beliefs about proofs, 

School Science and Mathematics, Vol. 99, 
No. 8, (1999), pp. 438-444. 

[16] Hemmi, K.,Three styles characterising 
mathematicians’ pedagogical 

perspectives on proof. Educational 
studies in mathematics, Vol. 75, No. 3, 

(2010), pp. 271-291. 

[17] Gholamazad, .S, goya, Z., roles Proof in 

school mathematics the curriculum, 
Journal of Mathematics Education, Vol. 

83, (1385),  pp. 10-4. [In Persian]. 

[18] Fathollahi, F., A Study on Mathematics 

Proofprocesses Conception of 
undergraduates and Their attitudes about 

Mathematics Proof. MA thesis 
Mathematics Education, Shahid Rajaee 

Teacher Training, Basic Sciences, Tehran, 

Iran, (1392). [In Persian]. 

[19] Dee Vanspronsen, H. , Proof processes of 

novice mathematics proof writers, 
Unpuplished doctoral dissertation, 

university of Montana,USA. Retrieved 
from ProQuest Digital Dissertations, 

(2008). 

[20] McNamara, D. S. , Reading both high-

coherence and low-coherence texts: 
Effects of text sequence and prior 

knowledge, Canadian Journal of 
Experimental Psychology, Vol. 55, No. 1, 

(2001), pp. 51-62. 

[21] Hawro, J. ,University students' difficulties 

with formal proving and attempts to 
overcome them. In CERME 5, (2007), pp. 

2290-2299. 
 

 

[22] Yang, K.-L., and Lin, F.-L., A model of 
reading comprehension of geometry 

proof. Educational Studies in 
Mathematics, Vol. 67, No. 1, (2008), pp. 

59-76. 

http://www.maa.org/

