
ORIGINAL RESEARCH PAPER  

Enhancing functional thinking: Identifying the prior schemas of seventh grade 
students in generalization of two-variable figural patterns 

R.Afkhami1, N.Asghary*,1, A. Medghalchi2 

1 Department of Mathematics, Faculty of sciences, Islamic Azad University, Central Tehran Branch, Tehran, Iran 
2 Department of Mathematics, Faculty of Mathematical sciences, Kharazmi University, Tehran, Iran 
 

            ABSTRACT 
 
Received: 17 February 2019 
Reviewed: 10 March 2020 
Revised: 11 June 2019 
Accepted: 25 June 2019 
 
 
KEYWORDS: 
Generalization 
APOS Theory  
Two-Variable Figural Pattern 
 
 

* Corresponding author 

 Nas.Asghari@iauctb.ac.ir 
 (+98912) 2011425      
 

Background and Objectives: The figural patterns have a unique capacity to enhance functional thinking. 
The patterns generalization in school mathematics is considered as a way to promote functional thinking. 
Variable is one of the concepts in patterns generalization. Paying attention to figural patterns provides an 
opportunity for students to understand the meaning of variable and how to use it. Reference is also a 
central concept in patterns generalization. The number of variables is one of the characteristics that has 
been proposed in the pattern generalization tasks, but all the research has been related to one variable, 
linear and quadratic patterns. The aim of this study was to identifying the prior schemas in generalization 
of two-variable figural patterns. As regard to the concept of two variables, understanding three-
dimensional space is a prerequisite for understanding and generalizing two-variable patterns. In these 
patterns, instead of one independent variable, there are two independent variables that change 
simultaneously and affect the dependent variable. Understanding these patterns requires the 
development of the R2 space scheme to R3 space, which is not a cognitively complex step and does not 
require the reconstruction of the existing scheme. 

Methods: The present research is part of a broad research which is done using quantitative-qualitative 
(mixed) research method. The research framework is APOS theory and based on the use of ACE (Activities, 
Class discussions and Exercises) teaching cycles. This research was conducted in three steps. In the first 
step, initial genetic decomposition for generalization of two-variable figural patterns was designed using 
the background, self-concept analysis and researchers’ experiences. It includes the prior schemas for 
generalization. In the second step, from the total of 493 students of Malekan City (in East Azerbaijan) as 
the statistical population of research, a sample of 220, 7th grade students were selected based on the 
Cochran formula for determination of sample size. Then, a test that includes 7 tasks was designed based 
on APOS framework. The validity of the test was confirmed by three experts in mathematics education and 
four experienced teachers. Internal consistency of questions was estimated with Cronbach’s alpha and 
reported to be 0.69. Students responded the test at 90 minutes. The third step of research began with 19 
students, with permission from the education and training office of Malekan, and school principals and 
parents of students. This step is done in three cycles.  
Findings: Using the analysis of students' responses to this test based on the APOS framework and doing 
three cycles of the research were conducted with the teaching method of Activity-Class Discussion-Exercise 
(ACE) with 19 students; genetic decomposition was finalized in this way, and defects of students in 
reference schema, R3 schema and variables schema as prior schemas in generalization of two-variable 
figural patterns were identified and encoded. Most of students had a good understanding of working with 
two variables. However in the context of generalization of two-variable figural pattern revealed many 
difficulties at the naming of variables,  and using independent and dependent variables in  proper position  

Conclusion: By identifying the mental structures of students in generalizing patterns, the path of teaching 
and learning will be smoother. 

 

 
NUMBER OF TABLES 

4 

 
NUMBER OF FIGURES 

13 

 
NUMBER OF REFERENCES 

36 

 

 

Tech. Edu. J. 14(3): 707-722, Summer 2020 

 Technology of Education Journal 
(TEJ) 

Homepage:  jte.sru.ac.ir 

 

TEJ SRTTU 

mailto:Nas.Asghari@iauctb.ac.ir


 .et al. Asghary N                                                                     (             708)                                                                              همکاران و نسیم اصفری

 پژوهشی مقاله  

ی هفتم در تعمیم الگوهای شکلی آموزان پایه نیاز دانشهای پیشواره ارتقای تفکر تابعی: شناسایی طرح

 دومتغیره 

 2، علیرضا مدقالچی1*،اصغری، نسیم  1ربابه افخمی

 ایران  تهران، مرکزی، تهران واحد اسلامی، آزاد دانشگاه علوم پایه،دانشکده  ، گروه ریاضی 1
 دانشگاه خوارزمی، تهران، ایران دانشکده علوم ریاضی، ریاضی، گروه  2

 

 چکیده         

 

 1397بهمن  28تاریخ دریافت: 

 1397اسفند  20: تاریخ داوری

 1398خرداد  21اصلاح: تاریخ 

 1398تیر  4پذیرش: تاریخ 

 

 

 واژگان کلیدی: 

 تعمیم

 APOSنظریه 

 الگوهای شکلی دومتغیره

 

 
   نویسنده مسئول *

  Nas.asghari@iauctb.ac.ir 
 2011425 -0912 

 

الگوها در ریاضکیا  مدرسکه  تعمیم   نظیر برای ارتقای تفکر تابعی دارند.الگوهای شککلی ررفیتی بی  پیشیینه و اهدا::

مفهوم متغیر یکی از مفاهیم مطرح در تعمیم الگوهاسکت.   ای مسکیری برای ارتقای تفکر تابعی در نظر گرفته می شکود.

آموزان معنای متغیرها و چگونگی اسککتفاده از آنها را در   کند تا دانشتوجه به الگوهای شکککلی فرصککتی را فراهم می

هایی اسکت که  تعداد متغیر، یکی از مشکصهکه ن مفهوم مرکزی در تعمیم الگوها مطرح اسکت.اسکتدلل نیز به عنوا. کنند

ی دومِ  در تکالیف تعمیم الگو مطرح شکده اسکت و لیکن تمام تیقیقا  مطرح شکده در رابطه با الگوهای خطی و درجه

لگوهای شکککلی دو متغیره به  نیاز در تعمیم اهای پیشوارهاین تیقیق با هدف شککناسککایی  رحمتغیره بوده اسککت.  یک

نیازی برای در  الگوهای دو متغیره و  پیش بعدی  چنانچه از مفهوم دو متغیره پیداسکت در  فاکای سکه انجام رسکید.

تعمیم آنهاسککت. در این الگوها به جای یک متغیر مسککتقو، دو متغیر مسککتقو وجود دارد که به  ور همزمان تغییر 

  3Rبه فاکای  2R ی فاکای وارهی  رحها نیاز به توسکعهتاییگذارند. در  این سکهمیکنند و بر متغیر وابسکته ارر می

   ی موجود ندارد.وارهای نیست و نیاز به بازسازی  رحی پیچیدهدارد که از نظر شناختی مرحله

کیفی )آمیصته( انجام شده است.  -تیقیق حاضر بصشی از یک تیقیق گسترده است که به روش تیقیق کمی  :هاروش

تمرین درخانه   - بیث کلاسی -های تدریس فعالیت گروهیبا به کار گیری چرخه APOSچهارچوب تیقیق، چهارچوب 

(ACE)  تجزیه تکوینی مقدماتی برای تعمیم الگوهای  ی اول  باشد. این تیقیق در سه مرحله انجام گرفت. در مرحلهمی

ی دوم،  ی تیقیق، تیلیو خود مفهوم و تجربیا  میقق  راحی شد. در مرحلهشکلی دو متغیره، با استفاده از پیشینه

دانش آموز بودند. مطابق با    493ی هفتم مدارس دولتی شهرستان ملکان به تعداد  ی آماری، دانش آموزان پایهجامعه

-نفر دانش آموز دختر و پسر پایه هفتم شهرستان ملکان )آذربایجان  220ی کوکران، تعداد  عیین حجم نمونهفرمول ت

آزمون شامو    2018رقی(، درترم دوم سال تیهیلی  ش اولیه شرکت کردند.  آزمون  با موضوع    7میلادی، در  تکلیف 

بر اساس چهارچوب  الگوهای شکلی )یک و روایی آزمون توسط سه آموزشگر     راحی شد    APOSمتغیره، دومتغیره( 

ریاضی و چهار معلم مجرب بررسی و  مورد تایید قرار گرفت. پایایی آزمون و هماهنگی درونی سؤال  با یافتن ضریب  

ی سوم تیقیق با اخذ  دقیقه بود. مرحله  90تأیید گردید. مد  زمان پاسصگویی حدودا    68/0آلفای کرونباخ و آلفای

آموز داو لب آغاز  دانش  19آموزان جمعا با  ش و پرورش شهرستان و مدیران مدارس و اولیای دانشرضایت از اداره آموز

 ی تیقیق انجام گرفت.شد. این مرحله به صور  کیفی در سه چرخه

ی  و  اجرای سککه چرخه  APOSآموزان بر اسککاس چارچوب  های دانشبا اسککتفاده از تجزیه و تیلیو پاسککخ   ها:یافته

نیاز  اسکککتدلل،  های پیشوارهآموزان در  رحتجزیه تکوینی نهایی شکککد و نقادا دانش  ،ACEش تدریس  تیقیق با رو

آموزان در   اغلب دانش  و متغیر در تعمیم الگوهای شکلی دو متغیره، شناسایی و کدگذاری شدند. R3بعدی  فاای سه

ورود به بیث الگوی  شکلی دو متغیره در نامگذاری  خوبی از کار با دو متغیر در بصش عبارا  جبری داشتند. ولیکن با  

 .دادندمتغیرها  و به کارگیری درست آنها در جایگاه مستقو و وابسته  و جایگذاری مقادیر مشکلاتی بروز می

آموزان در تعمیم الگوها، مسککیر یاددهی و یادگیری آن، هموارتر  های ذهنی دانشبا شککناسککایی سککازه  گیری:نتیجه

 خواهد شد.

  مهمقدّ

تاریخ   تعمیمتمام  ربت  جز  نیست  چیزی  در  ریاضیا   متوالی  های 

ت تعمیم به قدری است که از آن به ضربان قلب ریاضیا   اهمیریاضیا .  

الگوها در ریاضیا     .[1]  شودیا رگ حیاتی ریاضیا  تعبیر می تعمیم 

 کر  کای از تفوان مولفهکای تفکر تابعی به عنکای مسیری برای ارتقهکمدرس 

 

الگوها بازنمایی میسوسی از روابط    .[2]  شودگرفته میجبری، در نظر  

آموزان با پرسیدن این سؤال که چه چیزی تغییر  تابعی هستند که دانش

ماند، مشترکا  را از موارد خاص تجرید  کند و چه چیزی رابت می می

. بنابراین تفکر تابعی نقش اساسی در فرآیند تعمیم دارد.  [3]  کنندمی

داند که روی روابط بین  تابعی را نوعی تفکر بازنمایی میاسمیت تفکر  
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دوکمیت متغیر یا بیشتر تمرکز دارد، به ویژه نوعی از تفکر که منجر به  

هایی  . الگوهای شکلی مشصهه[4]  شودتعمیم سازی از روابط خاص می

  . [3,5]ی تفکر تابعی مطلوب هستند دارند که برای شروع تعمیم و توسعه

از موردی به    ،ای از اشکال است که اشیاء در شکوبالهالگوی شکلی دن

 وریکه این تغییرا  قابو پیشگویی است.  کنند بهمورد دیگر تغییر می

های قابو تعیین از این الگوها معمول شامو دو  نوع متغیرند؛ یکی جنبه

سیستم دیگری  و  وابسته(  )متغیرهای  اشیاء  یا  این  شمارش  های 

ای  ی تابعی در این الگوها رابطه ی مستقو(. رابطهگذاری )متغیرها اندیس 

ی مرحله و بعای وجوه این الگوها تشصیا داده  است که بین شماره 

 . [6]  شودمی

الگوهاست. تعمیم  در  مطرح  مفاهیم  از  یکی  متغیر  و    مفهوم  اصول 

در شاخه جبر استانداردهایی را مطرح  ،  ایاستانداردهای ریاضیا  مدرسه

ویژه  سازی جبری و به آموزان از نمادینی فهم دانشتوسعهکند که  می

. توجه  [7]  داندآموزان میدر  مفهوم متغیر را از نیازهای اساسی دانش

می فراهم  را  فرصتی  شکلی  الگوهای  دانشبه  تا  معنای  کند  آموزان 

   .[8]  متغیرها و چگونگی استفاده از آنها را در  کنند

باشد.  ی است که در تعمیم الگوها مطرح میاستدلل نیز از جمله مفاهیم

اربا  و استدلل یکی از پنج استاندارد فرآیندی است که شورای ملی  

.  [7]  داندمعلمان ریاضی آمریکا آن را پایه و اساس برای در  ریاضی می

  ی معلمان است ها آموزان در استدلل یکی از دغدغهرفع مشکلا  دانش

سال    [9] در  ریاضی  تیمز  نتایج  بررسی  می  2011چنانکه  دهد  نشان 

دانش  نمرا   پایهمیانگین  در  ایرانی  در  آموزان  هشتم  و  چهارم  های 

تر  المللی پایینی استدلل ریاضی به  ور معناداری از میانگین بینحیطه

 . [10]  است

نقش الگوهای شکلی یک متغیره )یک متغیر مستقو( در توسعه در   

رسد  متغیر در تیقیقا  متعددی بیان شده است. در این میان به نظر می

از جمله کنترل  الگوهای شکلی دو متغیره به دلیو ویژگی های خاص 

متغیرها )از نظر رابت ومتغیر بودن( در در  مفهوم متغیر نقش مؤرری  

بعدی  داشته باشند. چنانچه از مفهوم دو متغیره پیداست در  فاای سه

وابسته( پیشییتاو سه برای  ها )دو متغیر مستقو و یک متغیر  نیازی 

در  الگوهای دو متغیره و تعمیم آنهاست. در این الگوها به جای یک  

متغیر مستقو، دو متغیر مستقو وجود دارد که به  ور همزمان تغییر  

ها نیاز به تاییگذارند. در  این سهکنند و بر متغیر وابسته ارر میمی

نظر شناختی    3R  به فاای  2R ی فاای  واره رحی  توسعه از  دارد که 

  ی موجود ندارد واره ای نیست و نیاز به بازسازی  رحی پیچیدهمرحله 

الگوهای شکلی دومتغیره به نظر می[11] رسد  . بنابراین مطرح کردن 

نیاز در  های پیشوارهقابو توجیه باشد. هدف این تیقیق شناسایی  رح 

متغیره است. بنابراین در راستای هدف تیقیق،  الگوهای شکلی دوتعمیم  

دانشسازه ذهنی  با  های  متغیره  دو  شکلی  الگوهای  تعمیم  در  آموزان 

عمو مفهوم  ساخت  (  APOS)  واره رح  -شیء -فرآیند  -چارچوب 

 ی و به سؤال  زیر پاسخ داده شد: شناسای

 ( تجزیه تکوینی در تعمیم الگوهای شکلی دو متغیره چگونه است؟  1

های ذهنی در تعمیم الگوهای شکلی  ( دانش آموزان موفق چه سازه2

های ذهنی در تعمیم آموزان ناموفق چه سازه( دانش 3دومتغیره دارند؟  

 الگوهای شکلی دومتغیره ندارند؟ 
 

 ادبیا  تیقیق
ی تعمیم الگوهای شکلی  متعددی در زمینه  داخلی و خارجی  تیقیقا 

است. رسیده  انجام  به  عددی  بررسی    و  به  تیقیقا   این  از  برخی 

دانش تعمیم  پرداختهراهبردهای  بر  [12-14]  اندآموزان  بعای   .

مشصهه جمله  از  تعمیم،  در  مؤرر  و  راحی  فاکتورهای  تکالیف  های 

کرده تمرکز  الگو  دیگر  [  15-18]  اندسؤال   برخی  مهم  و  نقش  به 

پرداخته تعمیم  در  این    [5،9،19]  انداستدلل  از  بسیاری  تعداد  و 

جبری و تفکر تابعی، توجه  تیقیقا  به تعمیم الگوها از منظر رشد تفکر 

. تیقیقا  اندکی نیز وجود دارند که به بررسی [20-2،3،4،22]  اندکرده

 -شیء   -فرآیند  -و مراحو عمو  پرداخته  APOSتعمیم الگوها با چارچوب  

ی خطی تطبیق  واره را با  مراحو تعمیمِ الگوی شکلی یک متغیره  رح 

هایی است که در تکالیف  تعداد متغیر، یکی از مشصهه.  [23-24]  اندداده

تعمیم الگو مطرح شده است و لیکن تمام تیقیقا  مطرح شده در رابطه  

بوده است. بنابراین نوآوری  متغیره  ی دومِ یک با الگوهای خطی و درجه 

آموزان در تعمیم الگوهای  های ذهنی دانششناسایی سازه  ،این تیقیق

رو ادبیا  تیقیق شامو مباحث نظری در  متغیره است. از اینشکلی دو

برای    APOSتعمیم الگوها )متغیر و استدلل( و چارچوب ساخت مفهوم 

ی فاای  واره ن  رح است. همچنی  آموزانذهنی دانش  هایشناسایی سازه
3R    دو الگوهای  قرار در  تیقیق  ادبیا   با  مرتبط  مباحث  در  متغیره، 

 گیرد.می
 

 الگوهای شکلی و تعمیم
الگوها در حالت کلی دو نوع هستند؛ عددی و شکلی. الگوهای شکلی  

اولیه اشیاء  عنوان  به  تهویرهایی  در  شامو  الگوها  هستند.  تعمیم  ی 

 های زیر هستند:ویژگیتکالیف تعمیم  دارای  
تواند از مراحو مفروض  ( یک فرمول بسته یا مستقیم وجود دارد که می1

 استصراج شود. 

توانند  مراحو معلوم به همراه یک فرضیه رسمی تفسیری یا تعمیم می(  2

 ی الگو کمک کنند یعنی جملا  جدید تولید کنند.به توسعه

 هستند.مراحو در بعای موارد شبیه هم  (  3

های ضمنی یا صریح هستند که در مراحو یک  ها شامو ویژگیشباهت

ها ذاتا پیشینی نیستند بلکه تفسیری  باشند. این ویژگیالگو مشتر  می

هایش یک ویژگی  یعنی فرد یادگیرنده بسته به دانش و تجربه  -هستند

پذیر مربوط به الگو را فرض کرده و سپس روی مراحو معلوم و  توجیه

 . [5]  کندعلوم تهویر مینام

دهد  نماید که یک کلمه به یک شیء واحد ارجاع نمیبیان می  ویگوتسکی

کند. بنابراین هر کلمه  بلکه به یک دسته یا کلاسی از اشیاء اشاره می

ی زبان  یک تعمیم است. تعمیم یک فرآیند  بیعی و خودکار در توسعه

های مشتر  اشیاء بازشناسی شده و اشیاء  است. از  ریق تعمیم ویژگی



 .et al. Asghary N                                                                     (             710)                                                                              همکاران و نسیم اصفری

بندی شوند. چنانکه تعمیم در زبان حیاتی توانند از این  ریق  بقهمی

. تعمیم در الگوها بدین معنی است  [3]  است در ریاضیا  نیز چنین است

کنند یا   آموزان از روی موارد خاص مشترکا  را شناسایی میکه دانش

دهند و  را انجام می  «از  ریق خاص  دیدن عام»عمو تجرید به معنای  

دهند. در واقع در عمو  رد بعدی توسعه میاسپس این مشترکا  را به مو 

ها، ساختارها و  تعمیم تمرکز به جای موارد خاص بر روی الگوها، رویه

 روابط بین آنهاست. 

 
 APOS  چارچوب
دهد افراد چگونه با ساختن  چارچوبی است که توضیح می  APOSنظریه  

را  و   ریاضی  مفاهیم  معانی  مشصهی،  ساختارهای  از  کردن  استفاده 

ی تکوینی مدلی است که ساختارها و  سازند. در این نظریه، تجزیهمی

آموزان برای یادگیری یک مفهوم خاص  های ذهنی را که دانشمکانیسم

 ی مراحوِ    APOSدهد. ساختارها در نظریه  ریاضی نیاز دارند، شرح می

این ساختارها از    [.25]  گیرندواره شکو میء و  رح عمو، فرایند، شی

مکانیسم سازی،  سازی، هماهنگسازی، فشرده های ذهنی درونی ریق 

گردند  سازی، تجزیه و تعمیم ایجاد میسازی، جداسازی، خلاصهمعکوس

که در این بصش صرفا  تعریف مواردی که در ارنای این نوشتار مطرح  

 گردد:  خواهد شد، بیان می

ی عمو، یک مفهوم به صور  عمو بیرونی خارج از ذهن در   در مرحله

ی دستورالعمو  گردد و به وسیلهشود که به صور  آشکار انجام میمی

می هدایت  گامبیرونی  شامو  عمو  هر  گام شود.  هر  که  است  هایی 

توانند حدس زده شوند و  ها نمیی گام بعدی است. یعنی گامبرانگیزنده

ها تکرار  توان جهش کرد. چنانچه عموشوند و از هیچکدام نمیتهور  

افراد به جای تکیه بر نشانه های  شوند و روی آنها بازتاب انجام گیرد، 

می توجه  آنها  درونی  کنترل  به  مرحله خارجی  به  واقع  در  و  ی  کنند 

ها  های این مرحله توانایی تهور گامشوند. از مشصههفرآیند، منتقو می

ن گامبدون  روی  از  جهش  توانایی  و  آنها  صریح  انجام  به  و  یاز  ها 

سازی مکانیسمی است که این انتقال  باشد. درونی  سازی آنها میمعکوس 

شود تا فرد عمو را به صور  آگاهانه  کند و موجب می ذهنی را فراهم می

نماید.   اعمال دیگر ترکیب  با  را  آن  و   انجام دهد، روی آن تعمق کند 
دهد که فرد یک عمو را روی فرآیند انجام  زمانی رخ میسازی  فشرده

دهد یعنی یک ساختار پویا را به صور  ساختار ایستایی که اعمال  می

بیند. اگر فردی از فرآیند مانند یک  توانند روی آن انجام شوند، میمی

توانند روی آن کلیت عمو  کند که تبدیلا  میکلیت آگاه باشد در  می

چنان تبدیلاتی را واقعا )صریح یا در تهور( ساخت. در  توان  کنند و می

  سازی کرده است. این صور  فرد فرآیند را به یک شیء شناختی فشرده 
تواند زمانی که نیاز  وقتی یک فرآیند به یک شیء فشرده شده است، می

دهنده جداسازی شود. یا به عبار  دیگر با به  های تشکیوباشد به فرایند

تواند به فرآیندی برگردد که شیء  م جداسازی فرد می کار بردن مکانیس

ها از تعامو عناصری که ذکر شدند،  واره رح APOS از آن برآمده بود. در  

واره به واسطه پویایی و  شوند.  بق نظر دوبینسکی یک  رحایجاد می

های  های ریاضی که افراد در موقعیتاش در فعالیتهای پیوسته بازسازی

انجا خاص  میریاضی  میم  سازی  مشصهه  انسجام  [26]  شوددهند،   .

تواند در  واره میواره از  ریق توانایی فرد برای تعیین اینکه آیا  رح  رح 

 گردد. موقعیت ریاضی خاص استفاده شود، مشصا می

 

 واره متغیر رح
  کنندو وارن متغیرها را ابزاری اساسی برای بیان تعمیم عنوان می  انگلش

آموزان  کنند که در رویکرد سنتی، اولین برخورد دانش بیان میها  . آن[8]

ی یک  با یک متغیر در یک معادله است، جایی که متغیر نشان دهنده

عدد مجهول است و این رویکرد فرصت کمی برای بررسی، جستجو و  

کند. انگلش  تجربه کردن ساختمان های جبری به دانش آموزان اراده می

بدیلی رویکرد  وارن،  می  و  پیشنهاد  الگوسازی  رویکرد  نام  به  دهند.  را 

بیان  اراده  به  آنها  انتقال  و  بیان شفاهی  در  و سعی  الگوهای شکلی  ی 

نمادین، رویکردی جدید در معرفی متغیراست و آن را با مفهوم تابع گره  

ی متغیر و تابع را معرفی کرد. پیوند بین  نیتز واژه اولین بار لیب  می زند.

تاب مفهوم  نیمهدو  تا  متغیر  و  اعداد  ع  و  داشت  ادامه  بیستم  قرن  ی 

با هم تغییر می کردندوابسته  در معادله، متغیر    -yو    xمثو    -ای که 

ها با تابع همراه نبود بلکه به جای آن با  شدند. متغیر مد نامیده می

مجموعه همراه شد و به عنوان عبارتی معرفی شد که جای عاوهای  

میمجموعه  تقریبا  ای  تعریف،  این  با  دارد.  عاو  دو  حداقو  که  نشیند 

استفادههمه بهی  بود.  متغیر  نوعی  به  نمادها  از  مصتلف  با های  تدریج 

وجود  ی تاریصی این مفهوم، معانی جدید بسیاری برای متغیر به توسعه

آمد و موجب تبدیو آن به یک مفهوم پیچیده شد. یورسینی و تریگروس،  

ه به کاربرد اصلی آنها  در جبر مقدماتی به سه دسته متغیرها را با توج

کرده  بندی  دادهتقسیم  نشان  و  دانشاند  از  بسیاری  که  آموزان  اند 

توانند بین کاربردهای مصتلف متغیر به عنوان مجهول خاص، عدد  نمی

. در این مدل برای هر سه  [27] عمومی و رابطه تابعی تمایز قادو شوند

توانایی مکاربرد،  شده های  اراده  تفکیک  به  و  شناسایی  اند.  تفاوتی 

به  دانش  قادر  باید  خاص  مجهول  عنوان  به  متغیر  در   برای  آموزان 

برای در  متغیر به عنوان عدد   باشند و  شناسایی مجهول در مسئله 

عمومی باید بتوانند مقادیر بیشماری را به متغیر نسبت دهند. همچنین 

بای  تابعی  رابطه  رابطه برای در  متغیر در  بتوانند  متغیرهای  د  بین  ی 

های  مرتبط را در مسئله تشصیا دهند. یورسینی و تریگروس  توانایی

 دانند: های زیر میلزم برای در  متغیر در رابطه تابعی را شامو مولفه

- :F1 ؛ ی بین متغیرهای مرتبطتشصیا رابطه 

- :F2    متغیر مستقو تعیین مقادیر متغیرهای وابسته با توجه به مقدار

 داده شده؛ 

- F3  :    مقدار به  توجه  با  داده شده  متغیرهای مستقو  مقادیر  تعیین 

 ی داده شده؛  متغیر وابسته 

- F4: ؛ تشصیا تغییرا  مشتر  متغیرهای موجود در رابطه 

- :F5  ی تغییرا  متغیر  ی تغییرا  یک متغیر با توجه به بازهتعیین بازه

 دیگر؛  
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-  :F6رابطه  نماد و تیلیو دادهسازی  بنابر تجزیه    های مسئلهتابعی 

[28] . 

 
 واره استدلل  رح 

سازی سنتی مربوط به ماهیت استدلل ریاضی حامی این دیدگاه  مفهوم

ی استدلل هستند. پیرس استدلل  است که استنتاج و استقرا دو دسته

ابداکسیون  مفهوم  .[29] کندنوع سومی به نام ابداکسیون را معرفی می

شناختی  های علمی زبان، هوش مهنوعی، فلسفه و نشانهی رشتهدرحوزه

،  [30]  پا افتاده است. تیقیقا  اخیر در هندسه مدرسهمعمول و پیش 

ها و  گیری حدس، اهمیت ابداکسیون را در استدلل، شکو[31،9]  جبر

فرم    کنند. جوزفسونهای قابو قبول آشکار میها و اربا در ایجاد تعمیم 

از   اساسا مفهوم پیرس  ابداکسیون پیشنهاد داده است که  برای  زیر را 

فرضیه مولد  عنوان  به  را  میابداکسیون  توسعه  انتصاب ها  تا  دهد 

 :[5]  دهندهایی را شامو شود که بهترین توضیح را نتیجه میفرضیه

o D هاست)حقایق، مشاهدا ، مفروضا ( یک مجموعه از داده 

o H، D اگر درست باشد،  را توضیح می( دهدD  ).را توضیح خواهد داد 

o هیچ فرضیه دیگری به خوبی  H تواندنمی D .را توضیح دهد 

o   بنابراینH  .احتمال درست است 

 
ریورا تعمیم را به صور  ترکیبی از استدلل ابداکسیون و استقرا بیان  

در  کند.  کند و نقش مرکزی ابداکسیون را در تعمیم الگوها، تاکید میمی

استقرا( فراگیران یک قانون قابو    -این فرآیند ترکیبیِ تعمیم )ابداکسیون 

می کشف  و  جستجو  را  آزمایشی(  تعمیم  یک  )یعنی  که  قبول  کنند 

ساختن   برای  سپس  و  دهد  توضیح  را  الگو  در  معلوم  مراحو  بایستی 

الگوی مفروض به کار رود. نقطه نامعلوم در  استدلل  مراحو  ی شروع 

نی است که آنها یک فرضیه تبیینی یا یک قانون برای الگوی  ابداکتیو زما

دهند. سپس آنها از ادعای  ی مراحو موجود پیشنهاد میمفروض بر پایه

کنند یعنی مراحو نزدیک مثلا  ی الگو استفاده میابداکتیو برای توسعه

  -کنندسازند و مکرر آزمون می)تکالیف تعمیم نزدیک( را می  5یا    4

کند یا قانون را تایید  ها را قادر میکه سرانجام آن   -ستقرایعنی مرحله ا

کنند یا ضرورتی برای ایجاد ابداکسیون دیگر ببینند. هنگامی که قانون  

تعمیم راهر می اجازه میتایید شد یک  آنها  به  تکالیف  شود که  دهد 

را در الگو بدون هیچ زحمتی برای ساختن    77تعمیم دور مثلا مرحله  

ه دست آورند. ابداکسیون بعدی زمانی است که قانون باعث  ام ب76مرحله  

به بعد( با    9ی  آموزان در انجام  تکالیف تعمیم دور )مرحله شود دانش

به تهویر کشیده    1. ریورا این مراحو را در شکو[5]  مشکو مواجه شوند

نمونه از  تعداد کمی  با  آغازی  )مراحو  است: در مرحله  (  3و  2و    1ها 

و تهدیق،  فرم کلی  کشف می  Rی  قاعده  آزمودن  با  و سپس    Fشود 

می  به  پیشنهاد  دوباره  است  ممکن  شده،  بیان  موارد  و  بق  شود 

فرم   اینکه  یا  باشد،  نیاز  نهایی   Fابداکسیون جدیدی  تعمیم  عنوان  به 

 یرفته شود: پذ
 

 
 ی تعمیم الگو واره  رح: 1 شکو

Fig. 1: Pattern generalization scheme 

 

آموزان به انجام دادن هر دوی  مراحو تعمیم به در  این که چرا دانش

ی نتایج وابسته نیاز دارند، کمک  تکالیف دور و نزدیک فراتر از میاسبه

میمی کمک  نزدیک  تعمیم  تکالیف  تا  کند.  فرآیند  دانشکند  آموزان 

)مرحله  تبیینی تهدیق  فرضیه  یک  کردن  دنبال  با  را  استقرا(  ی 

اعمال تکراری حول    )ابداکسیون( یا یک تعمیم آزمایشی شروع کنند. با

هایی که قابو کنترل هستند، تعمیم آزمایشی به سمت تهدیق نمونه

سب  رود. در نتیجه به آرامی یک شکو قابو پذیرش  یا منا شدن پیش می

شود. رو به رو شدن با تکلیف  با الگو و یک ساختار تفسیری تولید می

دهد. در این مرحله،  راحتیِ  تعمیم دور، یک لیظه آشفتگی را نشان می

می آزموده  دیگر،  موارد  در  آزمایشی  تعمیم  از  موفقیت  استفاده  شود. 

درتکلیفپی فشردهدرپی  از  لیظاتی  دور،  تعمیم  علامت  های  را  سازی 

شود و به عنوان یک شیء و یک دهد که یک تعمیم نهایی ایجاد میمی

شود. شیء )یعنی فرمول مستقیم( ساختار الگو را انتقال  فرآیند دیده می

دهد و فرآیند )یعنی ضرایب منیهر به فرد، جملا  و عملیا  تعیین  می

شده( قدر  میاسباتی تعمیم برقرار شده در تعیین یک خروجی دقیق  

آموزان یک تعمیم ریاضی را دهد. بنابراین هنگامی که دانشمیرا انتقال  

 .  [19]  رونددهند، آنها از  ریق ابداکسیون و استقرا پیش میانجام می

باشد این است که چطور یک معلم می ی مهمی که مطرح میمسئله

آموزان را برای ارزیابی موجه و مناسب بودن ابداکسیون کمک  تواند دانش

نماید؟ به ویژه اگر این حقیقت را در نظر بگیریم که ممکن است چندین  

جایگزین قابو قبول در دسترس برای انتصاب وجود داشته باشد. حو  

ی  عملی معلمان در کمک به دانش  این مسئله به  رقی  به دغدغه

قااو آموزان ایجاد  برای  دربارهشان  مستدل  استنباطهای  های  ی 

برای  شود که شامو راهلیف تعمیم مربوط میدهنده در تکابسط هایی 

شده، است. ریورا و  آموزان با تعمیمِ قهدارزیابی و تطبیق تعمیم دانش

 ند هر تعمیم ابداکتیو باید شرایط زیر را برآورده کند: نکبکر بیان می

: یک تعمیم ابداکتیو از یک الگو که بهترین توضیح یکنواختشرط غیر  -

تواند نادرست باشد. اگر شرایط افزوده یا متفاو  ایجاد  میدهد،  را ارده می

شود ضرورتا یک تعمیم مصتلف را خواهد ساخت. در واقع شرط غیر  

ی شمول ا لاعا   ی معین به وسیلهدهد یک نتیجهیکنواختی اجازه می

شکو   الگوی  برای  مثال  عنوان  به  شود.  نقض  مقدما ،  در    2اضافی 

2nبهترین فرمول   − گر دانش آموز فرض کند که هر بار در است ا    1

اما اگر این فرض را اضافه   ردیف عمودی یکی بیشتر از عمودی دارد. 
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های آن  کنیم که الگو به صور  متناوب بعد از هر چهار جمله که نشانه

شود، دیگر فرض قبلی به عنوان مقدما  اولیه داده شده است، تکرار می

 درست نصواهد بود. 

 

 
 الگوی شکلی  :2شکو 

Fig. 2: Figural pattern 

 
ها،  ی تعداد کم نمونهشرط نقاط برش:  ابداکسیونی که تنها  به واسطه   -

دهد و یک فرم کلی را از تکرار ابداکسیون به همان  تعمیم را توسعه می

کند، ممکن است هنوز بهترین  فرم، روی چند نمونه بیشتر استقرا می

این وجود، تعمیم ابداکتیو که بهترین توضیح توضیح را نتیجه ندهد. با  

تواند توضیح دهد که چرا و چگونه تعمیم برای کو  دهد میرا اراده می

آموزی با این ابداکسیون که  دانش  2  جامعه برقرار است. در الگوی شکو

دایره و الگوی    29ام،    20دایره دارد پس الگوی    19م،  ا  10چون الگوی  »

(  22ی  تواند به نقاط بین این الگوها )مثلا مرحله نمی   «دایره  39ام،    30

 پاسخ دهد. 

یک تعمیم ابداکتیو که بهترین توضیح از یک     :شرط برون یابی عمودی  -

در  که  هایی  نشانه  از  عمیقی  ساختار  اغلب  است،  داده  اراده  را  الگو 

کند. به عنوان مثال در الگوی  دسترس هستند یا نیستند، استصراج می

، یک «فقط دو را با هر شکو جمع می کنیم»   ، تعمیم جمعی  2شکو  

تواند به  ی سطیی است و به آسانی در تکالیف تعمیم دور نمی مشاهده

دانش  شود.  برده  قابو  کار  غیر  ادراکی  دانش  یک  برمبنای  که  آموزی 

ی دایره  را  ی بین دو مجموعهکند، قادر است تا رابطهمشاهده عمو می

 ببیند.

د حذفی: یک تعمیم ابداکتیو از یک الگو که بهترین توضیح شرط ابعا -

دهد از میان چندین تعمیم ابداکتیو بر مبنای اینکه بیشترین  را اراده می

کند، فراتر از آنچه به صور  سطیی مشهود  در  از الگو را حاصو می

ی  آموزی که رابطهاست، انتصاب شده است. به عنوان مثال تعمیم دانش

دیده است تعمیمی که از روی    2ی شکودایره را در الگو   بین دو دسته 

دایره    29دایره، الگوی بیستم    19ی بین ارقام )الگوی دهم  رواهر و رابطه 

 کند. و...( است را حذف می

آگاه باشند، قادر  ط مذکور در رابطه با تعمیم الگو  معلمانی که از شرای

بهترین   که  ابداکسیونی  درباره  بود  میخواهند  اراده  را  دهد،  توضیح 

ی بد و خوب  قااو  کنند. همچنین قادر خواهند بود توضییا  بالقوه 

ی  تواند مانع از  تفکر گمراهانه . همچنین این آگاهی می[9]  را جدا کنند

 آموزان که هر چیزی تعمیم ابداکتیو هست، گردد.  دانش 

 3Rی فاای  واره رح 

 2R بعدیدو ی مورد نیاز، فاایوارهمتغیره،  رح در الگوهای شکلی یک

ی شکو و یا  است. یک متغیر مستقو وجود دارد که مربوط به شماره 

ی قابو  ی الگو است و یک متغیر وابسته که مربوط به  یک جنبه مرحله 

ی فاای  وارهدو متغیره،  رح باشد. در الگوهای شکلی تعیین از الگو می

این  سه نیاز است. در  برای تعمیم  فاا دو متغیر مستقو و یک بعدی 

متغیر وابسته وجود دارد و برای در  این فاا، ساختارشناختی جدیدی  

دهد  نیاز نیست. آنچه که در انتقال از فاای دو بعدی به سه بعدی رخ می

ای باشد. در واقع جذب دانش  تواند مکانیسم جذب در تعمیم توسعهمی

تواند یک ساختار  آن میی  به مکانیسمی اشاره دارد  که فرد به وسیله

شناختی را ضرورتا بدون تغییر استعمال کند تا شیء شناختی را که فرد  

و تال نیز تعمیم را از    هرل  قبلا با آن برخورد نکرده است، شامو شود.

و تشکیو  رح کنند: بندی میواره در سه دسته  بقهمنظر شناختی 

توسعه منتعمیم  تعمیم  و  کننده  بازسازی  تعمیم  در [32]  فهوای،   .

توسعه دامنهتعمیم  فرد  یک  رح ی  ای،  گسترش  کارآمدی  را  واره 

واره را بازسازی کند. در واقع این تعمیم دهد، بدون اینکه بصواهد  رح می

های  شامو توسعه دادن ا لاعا  موجود بدون تغییر در مفاهیم و ایده

و    Rقبلی است. به عنوان مثال، در فاای برداری دانشجویان ابتدا روی  
2R   2ی  ی دیگری به صفیهآموزند. سپس مولفه میR   شود و  افزوده می

شود. اگر چه فاای معرفی شده جدید هست  به آنها معرفی می  3Rفاای  

.  [11]  ها نیستهای جاری آنولی نیازی به تغییر در  رز فکر و انگاره

کند  ی موجود را بازسازی میواره در تعمیم بازسازی کننده فرد یک  رح

ی کارآمدی آن را گسترش دهد. در تعمیم منفهو،  فرد  تا بتواند دامنه

در حرکت از یک موقعیت آشنا به یک موقعیت جدید، برای کنار آمدن  

-ی قبلی میوارهی جدید و جدا از  رح وارهبا موقعیت جدید، یک  رح 

-کند. از نظر هرل و تال، مطلوبهایش اضافه میوارهو آن را به  رح   سازد

هایی است که به یک در  ترین رویکرد به تعمیم، فراهم آوردن تجربه

معنادار از موقعیت منجر شده و شرایط حرکت به سوی موارد کلی را با  

متغیره  دهنده ممکن سازد. الگوهای شکلی دواستفاده از تعمیم توسعه

 دهد.آموزان را در معرض چنین تعمیمی قرار میدانش 
 

 APOSروش تیقیق مبتنی بر  
ای  APOSی  نظریه نظریه  مؤلفه،  روش شامو  نظری،  و  های  شناسی 

ی  یک تیقیق یا توسعه  پداگوژیکی است که بسیار به هم نزدیک هستند.

شامو سه مؤلفه است: تیلیو نظری،    APOSدرسی مبتنی بر نظریه  برنامه

 3  شکو.  [25]  ها راحی و اجرای آموزش، جمع آوری و تیلیو داده

 دهد که چگونه این سه مؤلفه در ارتباط هستند:نشان می

شود  انجام می  APOS بق این نظریه، تیقیقی که با استفاده از چارچوب  

آموزان  های ذهنی مورد نیاز دانشبا یک تیلیو نظری  یا حدسی از سازه

یک   ساخت  میبرای  شروع  خاص،  پایه مفهوم  بر  حدس  این  ی  شود. 

نتایج هر  تیلیو خود مفهوم ریاضی، تجربه های کلاسی میققین و یا 

میداده ساخته  در دسترس  تکوینی ی  تجزیه  تدوین  به  منجر  و  شود 

آموزان به ابزارهای مصتلف  های دانش گردد و سپس با پاسخمقدماتی می

تجزیه تکوینی توصیفی منیهر به  گیرد.  تیقیق، مورد آزمون قرار می

آموزان نیست، بلکه فقط یک مدل  فرد و یا قطعی از چگونگی در  دانش 

ی آن برای تجزیه  آموزان از موضوع است و فایدهاز چگونگی در  دانش
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باشد. آنچه که نوعا  آموزان میو تیلیو ا لاعا  به دست آمده از دانش

های ذهنی  هدی از برخی سازهآموزان، شوادهد این است که دانش رخ می

دهند و مشکلاتی در به کار بردن برخی سازه  پیش بینی نشده نشان می

های ذهنی حدس زده شده، دارند که این امر منجر به اصلاح تجزیه 

سازند بهتر منعکس  آموزان میهایی را که دانششود تا سازهتکوینی می

کلاسی آزمون  و  از  راحی  ا لاعاتی  همچنین  و  به    کند  تا  دهد 

سازهدانش  مشکلا ،  بر  غلبه  برای  شود  داده  فرصتی  را  آموزان  هایی 

ی  راحی و اجرای آموزش از  بنابراین تیلیو نظری جلوبرنده   بسازند.  

فعالیت پروردن   ریق  برای  نظری،  تیلیو  توسط  که  است  هایی 

ها برای کمک به  ها و تمریناند. فعالیتهای ذهنی ایجاب شده ساخت 

درونیآدانش  و  اعمال  ساخت  در  فرآیندها،  موزان  به  آنها  سازی 

سازی دو یا چند فرآیند برای  به اشیاء و هماهنگسازی فرآیندها  فشرده 

اجرای آموزش فرصتی برای    اند.ساختن فرآیندهای جدید،  راحی شده

کند و در روش تیقیق مبتنی بر  ها فراهم میجمع آوری و تیلیو داده

APOSهای  ، توسط چرخهACE این چرخه، یک استراتژی    شود.انجام می

ها  ها، بیث کلاسی و تمرینگام فعالیت  پداگوژیکی هست که شامو سه  

 باشد. می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

فعالیت چرخه  این  گام  اولین  دانش در  معمول  و  هستند  به  ها  آموزان 

کنند که به منظور کمک تشریک مساعی روی تکالیفی کار میصور   

تجزیه   توسط  شده  پیشنهاد  ذهنی  های  ساخت  ساختن  در  آنها  به 

شده  کلاتکوینی،  راحی  بیث  شامو  اند.  چرخه  این  گام  دومین  سی 

های کلاسی در گروه های کوچک و بیث های کلاسی تیت هدایت  بیث

در   کار  و  کلاسی  های  بیث  است.  فرصتی  آموزشگر  افراد  به  کلاس 

دهد تا روی کارشان تعمق کنند. چنانچه آموزشگر بیث را هدایت  می

آموزان تعاریفی اراده دهند، توضییاتی بدهند  کند، ممکن است دانشمی

اند، داشته باشند.  آموزان فکر و کار کردهو یک مروری بر آنچه سایر دانش

تانداردی است که  تمرین خانه، گام سوم این چرخه، شامو مسادو اس

ی ساخت ذهنی پیشنهاد شده  کند و از توسعهبیث کلاسی را تقویت می 

کند تا افراد  کند. همچنین کمک میتوسط تجزیه تکوینی حمایت می

اند به کار ببرند و مفاهیم مرتبط ریاضی را لیاظ کنند.  آنچه را یاد گرفته

این سه گام را نشان می  4شکو ارتباط  از تجزیه دهد.  چگونگی  فلش 

چین مبین این حقیقت است که تجزیه تکوینی  تکوینی به کادر نقطه

 .تاریر دارد ACEی  روی هر سه مولفه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 [ ( 33ی تیقیق )برگرفته از ]چرخه :3شکو 

Fig. 3: Research cycle (adapted from [33]) 

 

 
 ACEچرخه تدریس  :4شکو 

Fig. 4: The ACE teaching cycle 

 



 .et al. Asghary N                                                                     (             714)                                                                              همکاران و نسیم اصفری

 روش تحقیق

تیقیق حاضر بصشی از یک تیقیق گسترده است که به روش تیقیق  

کیفی )آمیصته( انجام شده است. چهارچوب تیقیق، چهارچوب  -کمی

APOS  های تدریس  با به کار گیری چرخهACE  باشد. این تیقیق در می

ی اول تجزیه تکوینی مقدماتی برای  سه مرحله انجام گرفت. در مرحله 

ی تیقیق، تیلیو دو متغیره، با استفاده از پیشینهتعمیم الگوهای شکلی  

ی  جامعهی دوم،  خود مفهوم و تجربیا  میقق  راحی شد. در مرحله 

پایه،  آماری ی هفتم مدارس دولتی شهرستان ملکان به  دانش آموزان 

نمونه   493تعداد   تعیین حجم  با فرمول  بودند.  مطابق  آموز  ی  دانش 

آموز دختر و پسر پایه هفتم شهرستان  نفر دانش    220کوکران، تعداد  

در میلادی،    2018شرقی(، درترم دوم سال تیهیلی  ملکان )آذربایجان

الگوهای    تکلیف  7آزمون اولیه شرکت کردند. آزمون شامو   با موضوع 

   راحی شد و    APOSمتغیره، دومتغیره( بر اساس چهارچوب  )یک  شکلی

معلم مجرب بررسی و   روایی آزمون توسط سه آموزشگر ریاضی و چهار  

مورد تایید قرار گرفت. پایایی آزمون و هماهنگی درونی سؤال  با یافتن  

تأیید گردید. مد  زمان پاسصگویی    68/0  ضریب آلفای کرونباخ و آلفای

بود.  90حدودا   تیقیقمرحله  دقیقه  سوم  اداره    ی  از  رضایت  اخذ  با 

و   مدارس  مدیران  و  شهرستان  پرورش  و  دانشآموزش  آموزان  اولیای 

آموز داو لب آغاز شد. این مرحله به صور  کیفی در دانش  19جمعا با  

  ACE، با زیر چرخه های تدریس  3ی تیقیق مطابق با شکوسه چرخه

 انجام گرفت:  
 

 ی اول چرخه
تیلیو  - و  تجزیه  با  مقدماتی  تکوینی  تجزیه  تکمیو  اول:  مرحله 

اولیه و مهاحبه آموزان به  های کتبی دانشپاسخ  ی  سؤال   آزمون 

 دانش آموز داو لب.   7با تعداد    نیمه ساختار یافته

دانش   - با  مهاحبه  و   آزمون کلاسی  آموزشی،  دوم:  راحی  مرحله 

ها سازه  تشصیا  جهت  سازهاموزان  و  موجود  ناقا  بق  ی  های 

 .  ACEهای  چرخه
 

 ی دوم چرخه
مرحله اول: تکمیو تجزیه تکوینی بر اساس نتایج چرخه اول، مهاحبه   -

نیمه ساختار یافته از سؤال  آزمون اولیه  راحی شده با چارچوب  

APOS    آموز جدید.  دانش  7با تعداد 

ی  ی چرخه های آموزشی اصلاح شده مرحله دوم: استفاده از  راحی -

های  آموزان در آزموننیمه ساختار یافته با دانش  هایاول و مهاحبه

 ACE.های   بق چرخهکلاسی  
 

 ی سوم چرخه
مرحله اول: تکمیو تجزیه تکوینی بر اساس نتایج چرخه دوم، مهاحبه   -

چارچوب  ساختارنیمه با  شده  اولیه  راحی  آزمون  سؤال   از  یافته 

APOS   آموز جدید.  دانش  5با تعداد 

ی  ی چرخه های آموزشی اصلاح شده استفاده از  راحیمرحله دوم:   -

های  آموزان در آزمونهای نیمه ساختار یافته از دانشمهاحبه  دوم  و

 ، رسیدن به تجزیه تکوینی پایدار.  ACEهای  کلاسی  بق چرخه

چرخه مدارس  این  از  خارج  در  تهویری،  و  صوتی  ضبط  با  همراه  ها، 

ریاضیادانش  خانه  میو  در  و  ابزار  آموزان  گردید.  انجام  شهرستان    

دادهجمع مشاهده آوری  آزمونها،  مهاحبه،  کلاسی،  بیثی  های  ها، 

های تدریس، بودند.  های ضبط شده در چرخهها و صو کلاسی، فیلم

جلسه    6ی اول در  جلسا  پژوهش  چهار ماه، به  ول انجامید. چرخه 

ه و خرداد ماه(  جلسه )اردیبهشت ما   5ی دوم در  )فروردین ماه(، چرخه 

جلسه )تیرماه(  اجرا گردید. هر جلسه به  ور    4ی سوم  در  و  چرخه

میان نمرا   بود.  بق  نیم ساعت  و  از مدرسهمیانگین یک  ی  ترم که 

آموزانی از  آموزان اخذ شده بود، در هر چرخه، دانشمیو تیهیو دانش

 اشتند. تر و بالتر از میانگین، حاور دی متوسط، پایینهر سه دسته

 

 ابزار تیقیق
ابزارهایی که در این تیقیق مورد استفاده قرار گرفتند، در این بصش  

 گردند:تشریح می

اولیه   - بود که  بق چارچوب    تکلیف    7آزمون اولیه شامو    :آزمون 

APOS    در سؤال که    24تکلیف شامو    4 راحی شد. در این تیقیق

است  1پیوست می  ،آمده  قرار  بیث  الگوهای  مورد  تکالیف  گیرد. 

-ی توابع،  بق دستهی تیقیق و مطالعهشکلی، با توجه به پیشینه

 ی زیر قرار گرفت: بندی میقق، در چهار دسته

ای که برای الگو نوشته می شود، تابع خطی  رابطه   ی خطی:یک متغیره

کو کلی  با یک متغیر مستقو و یک متغیر وابسته است. این توابع به ش 

f(x) =  ax + b  الگوی خطی  به عنوان مثال رابطه   باشند. می ی تابعی 

f(x) به صور     1 در پیوست  =  3n +  می باشد.  2

متغیره دوم:یک  درجه  میرابطه  ی  نوشته  الگو  برای  که  تابع  ای  شود، 

درجه دوم با یک متغیر مستقو و یک متغیر وابسته است. این توابع به  

f(x)شکو کلی   =  a𝑥2 + bx + c   ی تابعی تکلیف دوم  رابطه  باشند. می

پیوست صور     1 در  f(x) به  = 𝑛(𝑛 + 2) + 2 =  𝑛2 + 2n + 2 

 باشد. می

نوشته میرابطه  :دو خطی الگو  برای  با دو  ای که  تابع دو خطی  شود، 

خاصیت   دارای  توابع  این  است.  وابسته  متغیر  یک  و  مستقو  متغیر 

f(ax, by) =  abxy    ی تابعی تکلیف سوم در پیوستمی باشند. رابطه 

,𝑓(1𝑛 به صور   1 1𝑚) =  1𝑛𝑚 = 𝑛𝑚 باشد. می 

کلی:دومتغیره  میرابطه  ی  نوشته  الگو  برای  که  تابع ای                      شود، 

وابسته   متغیر  یک  و  مستقو  متغیر  دو  شامو  که  است  متغیره           دو 

رابطه  پیوستاست.  در  چهارم  تکلیف  تابعی  صور   1 ی                                            به 

 𝑓(𝑛, 𝑚) = 𝑛(𝑚 + 2) + 2 = 𝑛𝑚 + 2𝑛 +  باشد. می  2
ابزار برای شناسایی  رح  آموزان در تعمیم  نیاز دانش ی پیشها وارهاین 

الگوهای شکلی و در نتیجه تدوین تجزیه تکوینی برای تعمیم الگوهای  

 . متغیره، مورد استفاده قرار گرفتشکلی دو
 

متغیر - سنجش  رحواره  و  تدریس  سنجش      :ابزار  و  تدریس  ابزار 

ی متغیر شامو سؤالتی با میتوای انواع کاربردهای متغیر  واره رح 

)متغیر به عنوان مجهول خاص، متغیر به عنوان عدد عمومی و متغیر  
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رابطه  است.در  تابعی(  و  ی  ارزشیابی  تدریس،  در   ابزار  این  از 

 های کلاسی استفاده شد.  مهاحبه
تدریس و سنجش    ابزار  :  ابزار تدریس و سنجش  رحواره استدلل -

ی استدلل، چهار شرط ریورا و بکر برای استدلل و تعمیم  رحواره

( شرط  3( شرط نقاط برش  2( شرط غیر یکنواختی  1ابداکتیو شامو  

( شرط ابعاد حذفی است. از این ابزار در حین  4برون یابی عمودی  

آزمون و  اولیه  آزمون  از  شد.  مهاحبه  استفاده  کلاسی  های 

شدند و  کردند، تهییح میکه این شروط را نقض میهایی  استدلل 

 شد.  آموزان تذکر داده میبه دانش
 

سنجش  رحواره     - و  تدریس  سنجش    :  3Rابزار  و  تدریس  ابزار 

با استفاده ازمفاهیم آشنای مساحت، تناسب چندگانه و      3R رحواره  

آزمون در  و  شد  متغیره،  راحی  دو  جبری  بیثعبار   و  های  ها 

ها دو متغیر  کلاسی استفاده گردید. همچنین از الگوهایی که در آن

شده  تفکیک  هم  مشکلا   از  بتواند  میقق  تا  شد  استفاده  اند، 

 مستقو، بهتر شناسایی نماید.   آموزان را در برخورد با دو متغیر دانش 
 

 نتایج تحقیق و بحث

   شود:در این بصش به سؤال  تیقیق به ترتیب پاسخ داده می

تجزیه تکوینی در تعمیم الگوهای شکلی دو متغیره چگونه     سؤال اول:
 است؟ 

ی تیقیق، تیلیو خود  پاسخ: ابتدا تجزیه تکوینی مقدماتی،  بق پیشینه

تجربه  میقق  مفهوم،  شد.  رحی  پیش واره راحی  متغیر،  های  نیاز 

لیکن چگونگی ارتباط دقیق آنها بعد از  شناسایی شدند، و 3Rاستدلل و 

 های تیقیق مشصا گردید. آزمون و چرخه

آموز در آزمون کتبی اولیه  دانش  220های تعداد  با تجزیه و تیلیو پاسخ

اجرای چرخه به صور   و  نهایی  تکوینی   5  شکوهای تیقیق، تجزیه 
گردید. دو    تدوین  شکلی  الگوهای  در  تعمیم  فرآیند  مدل،  این   بق 

 متغیره به صور  زیر است: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شمارد  بیند و تعداد را میآموز مراحو معلوم در الگوی شکلی را میدانش 

کشد )مرحله عمو(. در این مرحله  ی بعدی را مینویسد و مرحلهو می

روی نتایج دو هماهنگ کرده و از     3Rاستدلل ابداکسیون را با  رحواره  

ای تبیینی یا تعمیم مقدماتی  بعد )ردیف و ستون یا  ول و عرض( فرضیه

کند.  سازد. سپس این فرضیه را با استقرا )در چند مورد( آزمون میمی

ای درست  کنند تا مقدار گزاره کمک می    3Rی  واره ی تابع و  رحواره رح 

یا غلط تیویو داده شود و برای چند مورد تکرار شود. اگر تابع مقدار  

داده می برگشت  ابداکسیون  به  را تیویو دهد، فرضیه  با  غلط  تا  شود 

ابداکسیونی جدید، فرض بهبود یابد یا کنار گذاشته شود، تا زمانی که  

برمی تابع  که  مقادیری  دانشگردانتمام  باشد.  درست  این  د،  در  آموز 

مرحله خواهد توانست الگو را با ساختارش توضیح دهد که نشانه ای از 

مرحلهدرونی به  ورود  و  عمو  با سازی  توضیح  این  است.  فرآیند  ی 

هماهنگ شده و به یک تابع دومتغیره یا تعمیم     3Rهای متغیر و  واره رح 

 ای از رهور مرحله شیء است.  شود که نشانه سازی می نهایی فشرده

 
های ذهنی، در تعمیم الگوهای  آموزان موفق چه سازهدانش  سؤال دوم:

 شکلی دومتغیره دارند؟ 

آموزان موفق  پاسخ:  بق تجزیه تکوینی اراده شده در بصش قبو، دانش

در و  رحدر   دارند  متغیر  مفهوم  از  آنواره ستی  استدلل  به  ی  ها 

به  همچنین  است.  شده  بنا  میدرستی  از  رح موقع    3Rی  وارهتوانند 

با هم در نظر  استفاده کنند و تغییرا  دو بعد )دو متغیر مستقو( را 

را هماهنگ    3Rهای استدلل، متغیر و  وارهآموزان  رحبگیرند.  این دانش

تعداد و درصد    1جدولدهند.  ی تعمیم خود را شکو میواره کرده و  رح

 دهد. آموزان موفق در سؤال  تعمیم را نشان میدانش 

 10دهد این است که تنها توجهی که این جدول نشان میی قابو نکته

ی کلی در آزمون اولیه  درصد دانش آموزان به  الگوی شکلی دو متغیره 

داده  درجه  پاسخ  الگوی شکلی  به  پاسصگویی  به درصد  نزدیک  که      اند 

 دوم خطی است.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 تجزیه تکوینی تعمیم الگوی شکلی دو متغیره :5 شکو

Fig. 5: Genetic decomposition of two-variable figural pattern generalization 

 



 .et al. Asghary N                                                                     (             716)                                                                              همکاران و نسیم اصفری

الگوی شکلی دومتغیره درصد دانش 45 همچنین خطی  ی دوآموزان به 

شکلی  اند که این درصد نزدیک به درصد پاسصگویی به الگوی  پاسخ داده 

مشصهه  یمتغیرهیک با  تکالیف  تنظیم  به  توجه  با  است.  های  خطی 

یکسان )مانند شکو مربع، پیوسته بودن، شباهت راهری مطابق با اصول  

ی الگو با  ی گشتالت که مربوط به وضوح ارتباط شماره گشتالت،و درجه

الگو است(، به نظر می رسد یک متغیره یا دو متغیره  ساختار فیزیکی 

ای در موفقیت در تعمیم نباشد و عوامو مؤرر  عامو تعیین کننده  بودن

به  رحواره )مربوط  بعد  بصش  در  دارد که  وجود  ناقا    دیگری  های 

 شود. آموزان در تعمیم الگوهای شکلی( به آنها پرداخته میدانش 

 
 فراوانی دانش آموزان موفق در تعمیم :1 جدول

Table 1: The frequency of successful students in generalization 

Percent 
Frequency 

(220 students) 
Figural pattern 

57% 126 One variable- linear 

17% 39 One variable-quadratic 

45% 100 Bi-linear 

24% 24 Tow-variable 

 
الگوهای  های ذهنی، در تعمیم  سازه  آموزان ناموفق چهدانش  سؤال سوم:

 شکلی دومتغیره ندارند؟ 
ی کلی ناموفق  آموزان در الگوی دومتغیره درصد دانش  90،  1 بق جدول

اند که نزدیک به درصد ناموفقیت در الگوی یک متغیره ی درجه  بوده 

ی دو خطی ناموفق  درصد در الگوی دومتغیره   55دوم است. همچنین  

  الگوی خطی یک متغیره است. اند که نزدیک به درصد ناموفقیت در  بوده 

پاسخ وتیلیو  تجزیه  به   توجه  دانش با  اساس  های  بر  ناموفق  آموزان 

های متغیر، استدلل  وارهها حداقو در یکی از  رح، آنAPOSچارچوب  

تعمیم با مشکو مواجه هستند که به ترتیب به آنها پرداخته    در زمان  3R و

 شود: می

ناقا دانش رحواره - از مفی  الگوهای  آموزان  تعمیم  متغیر در  هوم 
آموز به آزمون اولیه و  دانش  220های  پاسخ  تجزیه و تیلیو  :شکلی

با   چرخهدانش  19مهاحبه  در  که آموز  داد  نشان  تدریس،  های 

متغیر دانش  در   با  رابطه  در  شکلی  الگوهای  تعمیم  در  آموزان 

مهاحبه در  ی  دارند.  تعاریف  ها دانش مشکلاتی  از  آموزان  ناقهی 

 دادند: متغیر اراده می

I  :تونید تعریفی از متغیر اراده بدهید؟می 

1S  :  متغیر یک عدد است عددی که نه جبر داشته باشد و نه مثبت و
 منفی.

2S  حرف :a   .یک متغیر است 

3S .متغیر یعنی تغییر کننده : 
(  2003) در هر سه مورد مطابق با مدل سه کاربرد تریگورس و یورسینی

دانش آموزان تنها به وجهی از کاربرد متغیر اشاره داشتند و هیچکدام  

 توانستند تعریفی جامع از متغیر اراده دهند.  نمی

آموزان در رابطه با در  متغیر، به صور  زیر کدبندی  مشکلا  دانش
 شدند: 

o تمرکز بر متغیرهای     .1 کدn   یاx :    علیرغم شماره گذاری متغیر باL  

 کنند. استفاده می  nدر صور  سؤال ، در حین نوشتن رابطه از حرف  
o ی  مساوی قرار دادن رابطه با یک مقدار: بعد از نوشتن رابطه   .2 کد

دهند و یا اعداد را با ضرایب متغیر  تعمیم آن را مساوی عددی قرار می

 نویسند. کنند و به عنوان حاصو رابطه میجمع می

o با این که    :عدم تواناییِ جانشانی حرف به جای اعداد در رابطه  .3 کد

می پی  ساختار شکو  رابطهبه  و  میبرند  را  عددی  قادر  ی  نویسند، 

کند یک حرف را جایگزین  نیستند به جای اعدادی که مدام تغییر می

 کنند.

o اندعدم تواناییِ دست ورزی با عبار  جبری که خود نوشته  .4 کد :  

دهند و بین  در سؤال  معکوس روش  حدس و آزمایش انجام می

الگوها نمی توانند ارتباط   یادگیری خود از حو معادل  و  تعمیم 

 ورزی کنند. برقرار کنند و با متغیر دست
o در نظر گرفتن متغیر به عنوان عدد خاص و نوشتن  رابطه  با   .5 کد

هستند و با عددی که    ناتوانی نمادین،  مثال عددی: از نوشتن رابطه 

 . نویسندزنند رابطه را میخود مثال می

o جمع جملا  نامتشابه: جملا  نامتشابه را در رابطه، با هم   .6 کد

 جمع می کنند.
o ی  ی کلامی به زبان ریاضی: جملهعدم تواناییِ تبدیو رابطه  .7 کد

 نویسند. عمومی یا رابطه را با کلما  می

o هنگام وجود دو متغیر،    :عدم توانایی بر تفکیک نام متغیرها  .8 کد

ی عمومی را با دو متغیر نمی توانند دو متغیر انتصاب کنند و جمله

 بنویسند. 
o عدم توانایی بر تشصیا موقعیت وابسته و مستقو در متغیرها    .9 کد

جای یکی از متغیرهای مستقو را در جایگاه   :در حین نوشتن رابطه

 . نویسندمتغیر وابسته می

 

راجع به   [27-28] در تیقیقا  قبلی 7تا  1با توجه به این که کدهای 

تاییدی بر آنهاست،  اند و این تیقیق نیز  های متغیر ذکر شده بدفهمی

و    8  گردد. کدهایبنابراین از آوردن مثال برای این کدها صرف نظر می

متغیره رخ دادند.  بودند که درتعمیم الگوهای شکلی دو  دسته مشکلاتی  9

 شود:  می  مثالی از هر کدام بیان

دانش نمونه،  این  نامدر  نبود  قادر  متغیرهای  آموز  برای  متمایز  های 

 د. وی به جای  هر دوی تعداد ستون و تعداد ردیف، حرفمتفاو  برگزین

n   .را انتصاب کرده است 

آموز دیگری قادر نبوده جایگاه مناسبی برای متغیرها  در همان الگو، دانش

هر دو متغیر مستقو  m و  n از نظر مستقو و وابسته بودن در نظر بگیرد.  

 به صور  متغیر وابسته برخورد کرده است.   mهستند در حالی که با  

دهد که نواقا و مشکلاتی را  آموزانی را نشان میفراوانی دانش   2جدول

است    7و  4یر خود دارند. بیشترین تعداد مربوط به کد  ی متغواره در  رح 
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ی هفتم تسلط کافی آموزان در پایهو بیانگر آن است که هنوز اغلب دانش 

بر استفاده از نماد به جای کلما  و دست ورزی با آن را ندارند و این  

ی شیء در در  متغیر و به تبع  دهد که هنوز به مرحلهخود نشان می

الگ تعمیم  در  نرسیدهآن  بین   اند.و،  بزرگ  و  کوچک  المللی  تیقیقا  

های جبر را به  آموزان قابلیتاند که بسیاری از دانش متعدد نشان داده

شوند از  کنند و حتی وقتی وادار به استفاده از آن میدرستی در  نمی

 .کنندترین شکو ممکن استفاده میآن به سطیی

 

 
 عدم توانایی بر تفکیک نام متغیرها :6شکو

Fig. 6: Inability to distinguish the names of the variables 

 

 
 توانایی بر تشصیا موقعیت وابسته و مستقو در متغیرها عدم :7شکو

the Inability to recognize the dependent and independent position of 7:  .Fig
variables 

 
 آموزانی که در در  متغیر مشکو دارند.فراوانی دانش: 2لجدو

Table 2: Frequency of students that have problems in understanding of the 
variable. 

Code 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Frequency 9 10 11 111 8 2 47 15 16 

 

فرنچ نظر  ارهار  به  دست  بنا  کتابتمرینا   در  با  ورزی  درسی  های 

ها  ی معنادار مطرح نشده است و این کار بر به خا رسپاری رویهزمینه

ایدهتاکید دارد تا توسعه از  این رو دانشی در  درست  از  آموزان  ها. 

معرفی    .[34]  ندارندمعمول در  صیییی از معنای نمادهای جبری  

انگاری مفاهیم لزم  است ولی کافی نیست چرا که یک نماد برای شیء 

آموز نمادگذاری و دست ورزی را در سطح معناداری  ممکن است دانش 

  - ی فرآیندمتغیر از مفاهیمی است که دارای ماهیت دو گانه انجام ندهد.  

است. در  متغیر به عنوان شیء یعنی بتوان به راحتی با متغیر  شیء  

آموزانی که متغیر را  کار کرد و روی آن عملیا  جبری انجام داد. دانش 

توانند یا تمایلی ندارند با متغیر  اند اغلب نمیبه صور  فرآیند در  کرده 

کنند نتیجه   شجاعی،  .[35]  کار  میدر  بیان  خود  تیقیق  که ی  کند 

دهند ولی عدم  آموزان، تعمیم را به درستی تشصیا میبسیاری از دانش

ی یک بازنمایی  در  متغیر، تبدیو دانش حسابی به دانش جبری و اراده 

زبان مورد استفاده در تعمیم الگوهای  .  [14]  سازدجبری را غیر ممکن می

بیان حسابی به   از  انتقال  شکلی دو متغیره به عنوان عامو مؤرری در 

دانش نم برخی  بود.   نمایان  مرحله ادین،  توضیح  هنگام  در  ی  آموزان 

خواسته شده، کلما  افقی و عمودی و برخی ستونی و ردیفی و بعای  

کردند و برخی قادر نبودند ابعاد تغییر در  ولی و عرضی  استفاده می

واژگان   انتصاب  نامگذاری کنند. عدم  و  تفکیک  را  متغیره  الگوهای دو 

ها در بیان کلامی تعمیم،  موجب ضعف در  ب مناسب آنمناسب و ترکی

 شود.  بیان جبری تعمیم، به ویژه در الگوهای دومتغیره می 

 

   ی ناقا دانش آموزان در استدلل در تعمیم الگوهای شکلیواره رح 
دانش  از  بودند.  برخی  مواجه  مشکو  با  ابداکسیون  استدلل  در  آموزان 

بکر، انواع مشکلا  به صور  زیر کدبندی   بق شرایط استدلل ریورا و  

 شدند: 
o آموز بدون توجه به مفروضا   دانش  . نقض شرط غیریکنواختی:1 کد

ی اول، فقط  مسئله یا کو مقدما  با مقدما  فرضی خود )فقط جمله

 ی سوم( تعمیم را می سازد.ی اول و دوم، فقط جملهجمله

o ی کم و صرفا توجه  نمونه آموز با  دانش  . نقض شرط نقاط برش:2 کد

به موارد خاص )به عنوان مثال فقط یک ردیف یا یک ستون( تعمیم 

نمیمی و  ندارد  توجه  جامعه  به کو  و  در کو دهد  را  تعمیم  تواند 

 جامعه توضیح دهد.

o عمودی:  3 کد یابی  برون  شرط  نقض  از دانش.  تعمیم  برای  آموز 

-د و به ویژگیکناختلاف متوالی و ویژگی های سطیی استفاده می

 کند.های ادراکی غیر قابو مشاهده، توجه نمی

o حذفی:  4 کد ابعاد  شرط  نقض  نمیدانش.  را آموز  تعمیمی  تواند 

 انتصاب کند که بیشترین در  از الگو را فراهم کند.

 در ادامه آورده شده است:   1-4مستندی بر کدهای  

o   در الگوی درجه دوم    2و    1آموز با توجه به شکو  دانش  8در شکو

 )تکلیف دوم( رابطه را نوشته و در موارد بعدی چک نکرده است. 

 

 
 نقض شرط غیر یکنواختی  :8شکو

Fig. 8: Failure in non-monotonic condition 
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o آموز در پاسخ  شرط دوم استدلل نقض شده است. دانش   9در شکو

رابطه اول  خاص  هایی  تکلیف  در جملا   فقط   است که  نوشته 

 شود. ی جملا  الگو پوشش داده نمیکند و همهدنباله صدق می

 

 
 نقض شرط نقاط برش   :9 شکو

Fig. 9: Failure in cut-off point condition 

 

o تکلیف 10شکو     در است. در  استدلل نقض شده  ، شرط سوم 

های  ویژگیآموز یک توضیح سطیی، بدون توجه به  چهارم، دانش

 ضمنی  داده است:

 

 
 یابی عمودی نقض شرط برون : 10شکو 

Fig. 10: Failure in vertical extrapolation condition 

 

o   شرط چهارم استدلل، نقض شده است. در تکلیف 11در شکو ،

دانش  رابطهدوم،  که  این  با  ولی  آموز  است،  نوشته  صیییی  ی 

الگوی شکلی بدهد، نیست. چرا  ای که بهترین توضیح را از  رابطه 

 که به سصتی در شکو قابو توضیح است. 

 

 
 نقض شرط ابعاد حذفی :11 شکو

Fig. 11: Failure in eliminative dimension condition 

نشان میفراوانی دانش  3جدول   را  به  آموزانی  مربوط  دهد که شرایط 

الگوهای شکلی را نقض کرده اند. بیشترین  استدلل صییح در تعمیم 

( است که 1های کم )کد  ها مربوط به تعمیم با استفاده از نمونهنقض

استدلل های  برای تعمیم و تهدیق کافی نیست وهمچنین مربوط به 

ی عدم توجه به ساختار فیزیکی الگوها  ( است که در نتیجه3سطیی )کد  

 رخ می دهد.

 

 اند.استدلل صییح را نقض کرده آموزانی که شرایط فراوانی دانش :3جدول
Table 3: Frequency of students who fail in conditions of the correct reference 

4 3 2 1 Code 

4 56 11 34 Frequency 

 

روی تعمیم الگوها است،    ریورا در مدلی که حاصو  بیست سال مطالعه

کند  گذار در تعمیم اشاره میبه فاکتورهای شناختی و غیر شناختی تأریر

و استدلل ابداکسیون را به عنوان فاکتور مرکزی و مهم در فرآیند تعمیم 

آموزان در احراز شرایط  . عدم توانمندی برخی دانش [5]  نمایدمعرفی می

دم آموزش آنها در این حوزه باشد.   ای از ع تواند نشانه استدلل صییح می

-های تیقیق،  دانششاهد  این ادعا این است که در زمان اجرای چرخه

ی شرایط استدلل صییح تذکر  ها، دربارهآموزانی که تنها یک بار به آن

می نمیداده  تکرار  را  نظر  مورد  خطای  به  شد،  بنا  همچنین،  کردند. 

وزش معلمان، معلمان به هیچ های آمی حاور میقق در کارگاهتجربه

اشاره موفقیت  وجه  برای  شرایط  این  از  و  ندارند  شرایط  این  به  ای 

 برند. ای نمیآموزان در تکالیف تعمیم بهرهدانش 

 
الگوهای     3Rی ناقا دانش آموزان در در  فاای  رحواره در تعمیم 

 شکلی دو متغیره 
تکالیف   در  بعدی  سه  فاای  در   در  آموزان  شکلی  دانش  الگوهای 

دوخطی و دو متغیره، که شامو دو متغیر مستقو و یک متغیر وابسته  

 کردند که به صور  زیر کدبندی شد: بود به دو صور  کلی عمو می
o از  رح 1کد استفاده  توانسته است تغییرا     :  3Rی  واره . توانایی در 

همزمان دو متغیر را هماهنگ نماید و از دو متغیر در نوشتن رابطه  

 استفاده کند.

o 3یواره. عدم توانایی استفاده از  رح2کد R   :  تغییرا  هر متغیر را

جدا در نظر گرفته است و نتوانسته است هر دو متغیر را در موقعیت  

 صییح خود )مستقو( در رابطه بنویسد. 

 در ادامه ذکر می گردد: 2 و   1تندی بر کدهای  مس

 
را با  وبی توانسته است تغییرا  دو بعد  ، دانش آموز به خ 12شکو   در

 ی صییح بنویسد.هماهنگ کرده و به صور  یک رابطه  3Rی  واره رح 

آموز تغییرا  هر دو بعد را جداگانه و صییح در   ، دانش 13در شکو  

را به کار گرفته و رابطه ی   3Rی  واره رح کرده است ولی نتوانسته است  

 دو متغیره را بنویسد. 
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 3R  یواره توانایی در استفاده از  رح :12 شکو

Fig. 12: Ability to use of R3   schema 

 

 
  3Rیواره عدم توانایی استفاده از  رح :13شکو

schema 3Rto use  Failure :13. Fig 

 

الگوهای  آموزانی را نشان میفراوانی دانش  4جدول دهد که در تعمیم 

اند. با توجه به تعداد  استفاده کرده یا نکرده 3Rیمتغیره از  رحوارهدو

متغیرهدانش  دو  الگوهای  دوآموزان،  میی  زمینهخطی  برای  توانند  ای 

استفاده از آن،  آموزان را برای  باشند تا دانش    3Rی  واره استفاده از  رح 

 ی کلی آماده نمایند. متغیره در الگوهای دو 

 
  3Rیآموزان موفق و ناموفق در استفاده از  رحواره فراوانی دانش :4جدول

schema 3Frequency of successful and unsuccessful students in using R: Table 4 

Two-variable Bi- linear Code   

42 102 1 

97 75 2 

 

آموزان پایه هفتم در کتاب درسی ریاضی خود با فاای دو بعدی  دانش 

آموزند.  قبو شوند. دستگاه مصتها  دکارتی دو بعدی را نیز میآشنا می

اند. ولیکن  از یادگیری رسمی نیز فاای دو بعدی را تجربه کرده و آموخته

د.  در الگوهای شکلی دو متغیره نیاز هست تا با فاای سه بعدی آشنا شون 

برای آشنا شدن با فاای سه بعدی کافیست به جای تغییر دادن در یک 

متغیر ،آن را در دو متغیر اعمال کنند و ساختار شناختی جدیدی نیاز  

آموزان در در  فاای سه بعدی که شامو دو متغیر  ندارند. و لیکن دانش 

مستقو و یک متغیر وابسته بود، مشکلاتی نشان می دادند. علیرغم اینکه  

های جبری با سه متغیر و جایگذاری  در کتاب درسی ریاضی هفتم عبار 

مقادیر در دو متغیر مستقو و به دست آوردن متغیر وابسته وجود داشت  

آنها   از  مستقو  متغیر  یک  از  بیشتر  با  جبری  عبار   نوشتن  حتی  و 

این  خواسته شده بود و اغلب دانش با  آموزان مورد پژوهش به راحتی 

کردند و برایشان قابو در  بود، ولیکن در بافت تعمیم می  موارد برخورد

 الگوهای شکلی دو متغیره با مشکو مواجه می شدند. 

به عنوان مثال در سؤال کتاب درسی از آنها خواسته شده  بود عبار   

 جبری با دو متغیر مستقو بنویسند و سپس مقادیر را جایگذاری کنند:
تایی     12بسته مدادرنگی    mتایی  و    6بسته مداد رنگی     nاگر در مغازه ای  

وجود داشته باشد ، تعداد کو مداد رنگی ها  را با عبار  جبری نشان دهید.  
تایی وجود داشته باشد چند عدد مداد رنگی    12بسته    8و    تایی  6   بسته    5اگر  

 وجود دارد؟ 

دانش )اغلب  از    17آموزان  در   19نفر  کننده  شرکت  آموز  دانش 

اراده  چرخه  این مسئله و مسادو مشابه  های پژوهش( پاسخ صییح به 

دادند و در  خوبی از کار با دو متغیر داشتند. ولیکن با ورود به بیث 

الگوی  شکلی دو متغیره در نامگذاری متغیرها  و به کارگیری درست  

مقاد جایگذاری  و  وابسته   و  مستقو  در جایگاه  بروز  آنها  یر مشکلاتی 

دانشمی از  برخی  همچنین  تغییرا  دادند.  از  درستی  در   آموزان 

توانستند تغییرا  را با هم اعمال کنند.  همزمان دو متغیر  نداشتند و نمی

یا زمانی که تغییرا  را به تفکیک متغیرها اعمال می کردند، در نهایت  

ترکیب دو فرآیند(  توانستند این تغییرا  را با هم هماهنگ سازند )نمی

 و به یک رابطه برسند. 

 

 گیری نتیجه

نظیر برای ارتقای تفکر تابعی دارند، چنانچه  الگوهای شکلی ررفیتی بی

ساله بیان   11 آموزانی  ولی روی دانشریورا بعد از سه سال مطالعه

آموزان بعد از کار کردن با الگوهای شکلی، بدون اینکه  کند که دانشمی

سؤال   در   به حو  قادر  باشند  دیده  آموزش  تابع  و  مدلسازی  مسادو 

. از چندسال پیش، با شناخت ارزش و اهمیت  [5] مربوط به آنها بودند 

الگوها در توسعه تفکر جبری، آموزش الگوهای شکلی وارد برنامه درسی  

ی  . در این میان هیچ پژوهشی در زمینه[3،34،36] ریاضی شده است

المللی الگوهای    ایران و همچنین در سطح بین  شکلی دو متغیره در 

الگوهای شکلی  کند،  های تیقیق تایید میانجام نشده است. چنانچه داده

ی  های شناختی سنگین و صرفا با توسعهدو متغیره بدون نیاز به فعالیت

به دو متغیره، قابو در  و   واره تعمیم الگوهای شکلی یک متغیره رح 

ای  و  بق بیان هرل و تال در این موقعیت، تعمیم توسعهتعمیم هستند  

  . [32]ی قبلی وجود نداردواره   دهد که نیازی به بازسازی  رحرخ می

اند و لیکن  های درسی مطرح نشده الگوهای شکلی دو متغیره در کتاب

ویژه تأکید  ها و بهتواند تأییدی بر آموزش پذیری آننتایج این تیقیق می

-ها در ارتقای تفکر تابعی، در  بهتر مفهوم متغیر، شیوهر آنبر نقش مؤر 

باشد. در این راستا و برای    بعدیاستدلل و همچنین کار در فاای سهی  

هایی  شامو دو متغیر یا بیشتر،  افزایش توانمندی در مواجهه با موقعیت

پژوهش به  شناسایینیاز  برای  دقیق  و  عمیق  و    های  شناختی  فرآیند 
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شد. این تیقیق در  آموزان در این حوزه احساس میعملکرد ذهنی دانش 

، پیشنیه APOS ی اول با کمک نظریه  در مرحلهسه مرحله انجام گرفت.  

تیقیق، تیلیو خود مفهوم و تجربیا  میقق  تجزیه تکوینی مقدماتی  

شد.   تدوین  متغیره  دو  شکلی  الگوهای  تعمیم  ی  ها واره رح برای 

نیاز در تعمیم الگوهای  های پیشوارهبه عنوان  رح  3Rاستدلل، متغیر و  

شکلی دو متغیره شناسایی شدند، به  وریکه نقا در هر کدام از این  

ی دوم  انجامید. سپس در مرحلهها به عدم موفقیت در تعمیم میسازه

 راحی گردیدو با تیلیو پاسخ های    APOSآزمونی بر اساس چارچوب  

نیاز، به دقت های پیشوارهآموزان  در  رحنقادا دانشآموز،  دانش  220

انجام سه چرخه  با  و کدگذاری شدند. در مرحله ی سوم  ی  شناسایی 

چرخه با  که  گروه،  سه  با  تدریس  تیقیق  شدند،  ACEهای  به    هدایت 

ی پژوهش  ها، با استفاده از پیشنیهواره منظور سنجش و تدریس این  رح

های  ها و چرخهو نظریا  آموزشی، ابزارهایی  راحی گردید و در مهاحبه

ی تیقیق،  تیقیق مورد استفاده قرار گرفت.  نتایج حاصو از سه مرحله

ابزارها و تکالیف  راحی شده رسیدن به تجزیه و  نهایی  ای  ی تکوینی 

می که  دانشاست  به  و  یاددهی  امر  در  معلمان  به  در  توانند  آموزان 

تر برای تعمیم الگوهای شکلی،  های منسجمیادگیری بهتر و ایجاد سازه

 .  ویژه الگوهای شکلی دو متغیره، کمک نمایندبه

 
 مشارکت نویسندگان

  هکاهکا و تیلیکو دادهنویسکککنکده ی اول در بصش نظری، جمع آوری داده

  در بصش نظری و تیلیو داده ها  رصکد تیقیق(، نویسکنده ی دومد  50)

درصککد    10)  بصش نظری ی سککوم درو نویسککنده   درصککد تیقیق(  40)

   اند.، نقش مهمی داشتهتیقیق(
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این مقاله مستصرج از رساله دکتری آموزش ریاضی می باشد. نویسندگان  

پرورش شهرستان ملکان و همچنین  این مقاله از همکاری اداره آموزش و  

در   ملکان  ریاضیا   خانه  مدیر  پاشادی  فیروز  دکتر  آقای  جناب  از 
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